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Estudiantes de la Patria Grande

Una simple mirada a nuestro entorno nos revela un sinnumero de relaciones matematicas.
Bien sea al leer la prensa, al disfrutar de una obra teatral, de danza o musical, al jugar ajedrez,
al chequear la factura de electricidad, e incluso, al ver televisién. Las lecciones de este libro nos
pueden llevar a conocer a profundidad algunos de los lados matematicos de tales situaciones
y, al mismo tiempo, adentrarnos en la Matematica en si misma. Aunque, como hemos visto en
los libros de la Coleccion Bicentenario, este “recorrido” también se puede dar en sentido contrario,
es decir, un concepto matematico puede llevarnos a encontrar sus aplicaciones en el contexto, en
la realidad y en otras disciplinas.

Una mirada matematica del mundo resulta necesaria e indispensable para desenvolvernos
en él. Este libro se acerca, con cada una de sus lecciones, a tal propdsito.

La reflexion y la critica son parte esencial de la formacién integral de todas y todos;
y la Educacion Matematica tiene mucho que ver con estos aspectos.

En este libro abordamos una minuscula parte de situaciones matematizables. Asi, temas
como el uso del Internet por parte de las y los jévenes, la incorporacion plena de Venezuela al
MERCOSUR, las soluciones de ciertas ecuaciones en las tablillas (o tabletas) babildnicas, la idea
de cifrar mensajes, problemas cotidianos vinculados con la produccién de fertilizantes, e incluso,
de pan, los sesgos o rotaciones que hacemos a las fotografias o cualquier otra superficie plana,
la presencia de los poliedros en dreas como el arte y la filosofia a lo largo de la historia, el radio
de alcance de una emisora comunitaria, la naturaleza de la trayectoria de ciertos cuerpos
celestes, el diseno computacional de viviendas o complejos habitacionales, y la accién de rotar
0 girar cuerpos con respecto a algun eje, nos llevan de inmediato a conceptos estadisticos,
probabilisticos, geométricos y algebraicos, tal como veran a lo largo de estas paginas.

Este libro es ya de ustedes. jHagan suyas sus ideas en el marco de un trabajo colectivo
y transiten otros horizontes mas alla de los que aqui se delinean!

Ademas, este libro se dedica a todas y todos quienes dia a dia se forman para contribuir con
sus estudios, sus metas, ideas, trabajo y amor, la patria grande que sofié Simon Bolivar. Se dedica
también a nuestras y nuestros atletas, en especial las y los paralimpicos, de alta competencia o
no, con medallas o no, quienes representan un inmejorable ejemplo de dedicacién y esfuerzo
individual y colectivo, intelectual y fisico, moral y ético; un impulso para el vivir bien de nuestras
ninas, ninos, jovenes, adultos y adultos mayores.



Docentes, madres, padres y representantes de la Patria Grande

Las y los profesores de la Educacion Media, asi como de la Educacion Inicial y Primaria 'y
de los demas niveles y modalidades del Sistema Educativo venezolano, somos corresponsables,
junto con los familiares, la comunidad y otros actores sociales, de la educacién de las y los jovenes.
Esta digna labor, la educacion, ha convocado a quienes ven en la formacion, investigacion,
reflexién, accién y critica, elementos indispensables de la cotidianidad, no solo del contexto
mas cercano al aula de clases, sino en el que abarca a la sociedad toda. Tan alta tarea tiene un
reconocimiento infinito. Nunca olvidamos a nuestras profesoras y profesores; ellas y ellos, incluso,
orientan el desempefio presente y futuro de nuestra juventud en el camino de construccién de
la patria; he alli, por ejemplo, al maestro Simén Rodriguez y su histérico legado.

Este libro de Matematica de la Coleccion Bicentenario representa un aporte medular para
la concrecion practica de estos fines.

Estamos segurasy seguros que este libro, ya en sus manos, se convertira en una herramienta
para hacer de la investigacion algo natural a sus cursos, en especial sobre temas que son
importantes para la comunidad, la region, el pais y el mundo, en los que se comprendan sus
vinculos con los conceptos matematicos, se profundice en su estudio, donde se discutan y
analicen las ideas y propuestas de solucién de los problemas que se presenten y de como
plantearlos, donde se construyan o analicen modelos matematicos que describen ciertos
fendmenos de la naturaleza o la sociedad, se emprendan actividades, proyectos individuales y
colectivos y se fortalezca la ética social, precisamente algunas de las caracteristicas destacadas
de cada uno de los libros de esta coleccion.

Ciertos medios de comunicacion, en los tiempos modernos, han priorizado lo banal,
el sinsentido, la moda, en la opinidn sin argumentos, es decir, buscan un alejamiento de
la realidad. La Educacion Matematica que mostramos en las paginas de este libro se contrapone
a esa situacion y provee a nuestros jovenes de la reflexion necesaria para la construccién de
la ciudadania, la patria, la independencia y la ética social.

El conocimiento de la Matematica y del lado matematico de las diversas situaciones
y problemas resulta indispensable para esa construccion.

Entonces, sigan a profundidad, cada una de las lecciones que comprende el libro.
Disfrutenlas junto a sus estudiantes, hijas, hijos y representados, pues ellas y ellos seran el punto
de partida para los cambios y transformaciones tangibles e intangibles que requiere nuestra
sociedad para hacer de ésta la patria que todos sonamos.



Jesiis S. Gonzilez

Andlisis de correlacion lineal simple
y andlisis de regresion lineal

El binomio de Newton y la distribucién
binomial de probabilidad

Polinomios: division, factorizacion y raices.
Resolucion de ecuaciones y ecuaciones reciprocas

Matrices y determinantes

Sistemas de ecuaciones lineales

Transformacion lineal

Antonio Ornés Diaz

Inecuaciones en 2 variables.
Sistemas de inecuaciones e inecuaciones de 2° grado

Poliedros

Cénicas: circunferencia y pardbola

Cénicas: elipse e hipérbola

Geometria del espacio: distancia entre dos puntos,
ecuacion de la recta y ecuacion del plano

Sdlidos de revolucion

Las tres gracias: Dolores, Delfina y Adriana
Duarte Isava. Alicia Macid y Anzola
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Indagando acerca del uso de Internet por
las y los adolescentes

En el ano 2006, en nuestro pais se realizd un trabajo de investigacién sobre
las ventajas y riegos del uso de Internet desde la opinién de las nifas, los nifios y
adolescentes, y desde la perspectiva de sus derechos y desarrollo integral. Este trabajo
se hizo a solicitud del Centro Comunitario de Aprendizajes (CECODAP), organizacién
social venezolana que trabaja en la promocién y la defensa de los derechos de
ninos, ninas y adolescentes, y con la cooperacién del Fondo Internacional de Ayuda
a la Infancia de las Naciones Unidas en Venezuela' (UNICEF, por sus siglas en inglés).

1: Disponible en http://www.unicef.org/venezuela/spanish/index.html y http://www.unicef.org/venezuela/
spanish/Internet_ventajas_y_riesgos.pdf



En este informe aparecen muchos datos estadisticos que nos gustaria que ustedes revisen
y discutan tanto en sus clases de Matematica como en las de otras asignaturas, dado que es
un tema de interés y de mucha actualidad.

Por ejemplo, para el cierre del primer semestre del ano 2012, la Comision Nacional de
Telecomunicaciones de la Republica Bolivariana de Venezuela (CONATEL) anuncioé en su portal que
“el numero de suscriptores de Internet en el pais registro un incremento de 12,3% (...) La estimacion
del numero de usuarios ascendio a 12,1 millones, lo que evidencia una variacion positiva de 5,8%.
Con esta cifra se estima que 41 de cada 100 habitantes utilizan el servicio de Internet’” . Esto no solo
contribuye al logro de unas de las Metas del Milenio, planteadas en el marco del Programa de
las Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUD); de hecho, en su meta 8.b. establece que ésta debe
darse “en cooperacion con el sector privado, dar acceso a los beneficios de las nuevas tecnologias,
especialmente las de la informacién y las comunicaciones™ ; sino que también abre las puertas
a la indagacion acerca de qué uso se le esta dando a Internet y tomar las decisiones que sean
necesarias para su optimizacion.

Sideacuerdo conlodicho, nosinteresara observar cual es el comportamiento del nimero
de horas que dedican diariamente las y los adolescentes al uso de Internet por género,
pudiésemos analizar las medidas de tendencia central y medidas de dispersion de la variable
numero de horas y comparamos qué ocurrié entre las adolescentes y los adolescentes. En este
caso, el estudio que se realiza es un analisis univariante, debido a que solo se esta considerando
una variable para el calculo de las medidas, aunque después se haga un analisis comparativo
por género.

También nos puede interesar conocer cual es la relacion que existe entre el niimero
de horas dedicadas diariamente por las y los adolescentes al uso de Internet y su edad en
anos cumplidos. Esto nos permitiria ver si a medida que las muchachas y los muchachos tienen
mas edad les dedican mas o menos tiempo al uso de Internet. En este caso, estaremos analizando
de manera simultanea dos variables y ademas de lo que se han aprendido en anos anteriores
podemos anadir dos tipos de analisis que pasaremos a explicar a continuacion.

El tratamiento estadistico que han realizado, hasta
ahora, en sus estudios de Educacion Media se asocia
a una variable por vez, es decir, se ha utilizado
un analisis descriptivo univariante. En este afno
vamos a introducir algunos conocimientos del
analisis estadistico descriptivo considerando dos
variables de manera simultanea.

2: Disponible en http://www.conatel.gob.ve/#http://www.conatel.gob.ve/index.php/principal/noticiacompleta?id_
noticia=3151

3: Disponible en http://www.pnud.org.ve/content/view/176/169




Si se toma una muestra de once estudiantes del liceo donde ustedes estudian, se les

pregunta su edad y cuantas horas promedio se conectan a Internet, podriamos obtener datos
como los plasmados en la tabla 1:

Tabla 1. Datos recolectados de las variables: Edad del estudiante y Horas promedio diarias
de conexion a Internet.

Calculamos entonces las medidas estadisticas para cada variable, como mostramos en
la tabla 2.

Tabla 2. Medidas estadisticas por variable.

Se puede hacer un andlisis descriptivo de cada variable, recordando que el Modo indica
el valor mas observado, en la muestra de estudiantes la edad modal es 16 anos y el nUmero mas
frecuente de horas de conexion es 3.

La Mediana, que muestra el valor que divide en dos mitades al grupo encuestado, indica que
la mitad de los estudiantes tienen 16 anos de edad o menos y la otra mitad tiene 16 anos o mas.
En el caso de las horas de conexidn, la mitad de los estudiantes se conecta en promedio 3 horas
o menos diarias y la otra mitad, 3 horas diarias promedio o mas.

La Media aritmeética y la Desviacion estandar (S), que por lo general se analizan juntas,
muestran que estos estudiantes varian alrededor de su media en un poco mas de un ano de edad
y el nimero de horas varia en una hora y unos minutos mas, por lo que puede decirse que con
relacién a la edad y las horas diarias promedio de conexién, son bastante parecidos entre si.

Como en la realidad los fenémenos y las cosas no ocurren de manera aislada, es muy
factible que se quiera analizar la relacién que pueda existir entre estas dos variables.
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Comenzando un Analisis Bivariante

Observemos de nuevo los datos presentados en la fabla 1. Se trata de ver si los estudiantes
de menor edad estan acompanados de valores numericos altos, bajos o0 medios en la variable
horas de conexion a Internet. En este caso las edades menores (13 y 14 afos) estan acompanadas
de los valores mas bajos de las horas, por su parte la mayor cantidad promedio de horas de
conexion se asocian a las mayores edades, aunque no siempre es asi. Y algunos valores medios
de una de las variables se relacionan con los valores medios de la otra variable.

Lo que se acaba de analizar en estos datos puede ser visualizado de mejor manera, si se
recurre a la via gréfica en la que cada par ordenado se representa en un plano cartesiano como
un punto. Esta grafica puede ser construida manualmente, preferiblemente en papel milimetrado
o con el uso de una herramienta computarizada, como una hoja de calculo. A continuacion, en
el grdfico 1, exponemos una manera de presentar los mismos datos.

Grdfico 1. Relacion entre la edad de adolescentes y las horas
promedio diarias de conexion a Internet

En esta grafica, conocida como diagrama de dispersion o dispersigrama, en el eje de
las abscisas (0 ¢je X'), se colocan en forma ordenada los datos de la variable edad, para abreviar y
para que los puntos en el plano estén mejor presentados no se comienzan los datos en el origen
cero sino que se comienza en un valor lo mas cercano posible al valor minimo observado de
la variable (13) y que lo incluya, por eso en este caso se empieza en 12 afos de edad, aunque se
podia haber empezado en 10 afnos. En el ¢je de la ordenada (eje Y) se colocan los valores escalados
de la variable “horas de conexiéon”.




Cada punto en el espacio corresponde a un par ordenado de valores, de manera que
el primer punto que se observa (de izquierda a derecha), pertenece al estudiante 8 de la tabla
que posee el par (13,1), y se lee “un estudiante de 13 afios se conecta en promedio 1 hora diaria
a Internet”. También puede observarse que como el par (15,3) se repite dos veces, al punto en
el espacio se le dibuja un circulo concéntrico a su alrededor tantas veces se repita —en este caso
una vez.

Otro elemento que se utiliza para facilitar el analisis
del grafico de dispersion es la llamada nube
de puntos, 6valo que se utiliza para evidenciar
que los puntos en el espacio pueden tener una
tendencia lineal (hacia la linea recta) y el sentido
de su tendencia (directa o inversa).

En la medida que el 6valo sea mas concentrado, mas se parecera a una linea recta, en caso
contrario, mientras la nube sea mas dispersa, la relacién lineal entre las variables es menor. Si
la nube de puntos tiene forma circular, el analisis apropiado es que “no existe relacién lineal entre
las variables o ésta es nula”; pero en ningin momento se dice que no hay relacién. En algunos
casos, larelacion lineal se debilita porque la nube define mas una relacion curvilinea, en cuyo caso,
la relacion lineal no es la mas adecuada para describir los datos.

Analizar el sentido de la nube de puntos implica que si el 6valo o nube de puntos va en
ascenso, se dice que la relacién es directa entre las variables o positiva, y si la nube de puntos va
en descenso, la relacion se dird que tiene un sentido inverso o negativo.

Cuando estamos en presencia de una condicién como la mencionada, en la que valores
bajos de una variable se emparentan con valores bajos de la otra variable, y valores medios con
valores medios y valores altos de una variable con valores altos de la otra variable, se dice que se
estd analizando una relacién directa entre estas dos variables, aiin cuando desde el punto de vista
estadistico, la variabilidad propia de las caracteristicas que se miden en la realidad, no nos permita
establecer siempre que la relacidn es perfecta o idéntica a alguna funcion matematica.
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Queda por medir el grado en que se relacionan estas dos variables, lo que quiere decir
que no basta con analizar la dispersién de la nube de puntos para concluir el analisis descriptivo,
sino que importa mucho conocer qué tan relacionadas estan las variables, para lo cual se recurre
al uso de formulas estadisticas que nos permitan minimizar las desviaciones entre los puntos en
el espacio (valores reales) y los puntos de una recta hipotética (valores del modelo) que resumen
el comportamiento bivariado de los datos.

En estadistica:

Cuando realizamos un andlisis en el que participan dos variables de manera
simultdnea lo llamamos analisis bivariante. Entre los andlisis bivariantes
se tiene el analisis de correlacion lineal simple (ACL) y el andlisis de
regresion lineal simple (ARL).

El calificativo de “simple” no se refiere a la simplicidad del método, sino a que solo
participan dos variables en el andlisis. En los casos en los que participen simultaneamente mas
de dos variables, el analisis de correlacion puede ser parcial o multiple y en el caso de regresion
lineal se dice que es multiple.

Para examinar la fuerza o grado con el que se relacionan dos variables (X'y Y), se recurre
a comparar en un cociente la variacion conjunta de las dos variables con el producto de
las desviaciones por separado de cada variable. En la medida que la covariacién o variacién
conjunta es mas pequefia que el producto de sus variaciones individuales, la fuerza de la relacién
es menor. Si por el contrario el producto de las variaciones de cada variable es menor que
la variacién conjunta, el grado de la relacién entre X'y Y sera mucho mayor, pareciéndose su
comportamiento cada vez mas a una linea recta.

El coeficiente que mide la correlacion lineal simple entre variables se conoce como
el Coeficiente de correlaciéon r, , de Pearson, en honor al matematico que lo desarroll6. Su
férmula puede expresarse de diversas maneras, una de ellas es:

_ Covarianza XY ;(X" _})(Y" _?)

r
o SX'SY SX'SY

También existe una formula que aunque parezca mas dificil por lo extensa, resulta ser
mucho mas comoda en cuanto a calculos, porque requiere muy pocos, ésta es conocida como
la formula para datos brutos o sin procesar:




Para aplicar esta ultima férmula solo se requiere hacer los calculos mostrados en la tabla 3.

Tabla 3. Columnas necesarias para calcular el Coeficiente de correlacion r,, de Pearson.

Que al sustituir en la férmula, quedaria:

P 11-508-170-32

= ~0,77
12,642 -170 11-114—- 32

El coeficiente de correlaciéon es un valor decimal con un rango
entre ceroy uno, 0<r,, <1, que expresa el grado o fuerza de la
relacion lineal entre las variables X'y Y.

El signo, + 6 -, que éste posea, expresara el sentido de la relacion
lineal, si es que existe, el cual puede ser directo cuando el signo sea
positivo, o inverso cuando el signo sea negativo.

De manera que si el resultado es cero, se dird que la relacién lineal es nula o inexistente
entre esas dos variables; en lamedida que el valor del coeficiente r, , sea mayor, mayor serd el grado
de asociacion entre las variables, y si el coeficiente de correlacién es igual a uno, la correlacion entre
las variables ha de ser perfecta y graficamente debe representarse en una perfecta linea recta, por
lo que las variables dadas se relacionan a través de una funcién lineal. Como el numerador de esta
férmula (variacién conjunta) no puede ser mayor que el producto de las dispersiones individuales
de cada variable, nunca el coeficiente de correlacion ha de ser mayor al valor 1,00.

B
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En el caso que se esta analizando, el resultado (0,77) expresa la existencia de una fuerte
relacion lineal y directa entre la edad de las y los adolescentes de la muestra y el nimero de horas
promedio diaria de conexidén a Internet. Esto se traduciria en que muchas veces el mayor nimero
de horas de conexién a Internet esta asociado a adolescentes de mayor edad en ese grupo o
también, que a menor edad se espera que muchos de estos adolescentes tengan menor tiempo
de conexién diaria a Internet. Fijense que no se dice “siempre” ocurrira sino “muchas veces’, por
cuanto la relacién lineal no es perfecta (rxy = 1) y como es directa (o positiva) los valores bajos de
una variable se emparentan con valores bajos de la otra variable y valores altos de X con valores
altosde Y.

En el ACL se requerira seleccionar dos variables que puedan tener alguna relacion légica o
tedrica y que sea de interés para ustedes verificar su asociacién estadistica, se pueden apoyar en
la construccién y analisis del diagrama de dispersién y en la aplicacidn y analisis de un coeficiente
de correlacion.

Actividad

Para cada uno de los diagramas de dispersidon que se presentan a continuacion, analicen
su comportamiento bivariante, planteen dos variables que puedan tener esa tendencia.
Recuerden considerar el sentido y la dispersion de la nube de puntos.

@ )
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Investigacion

Si les entusiasma la idea, éste pudiera ser el inicio de un problema para su proyecto
de investigacion en 5° ano:

_.~ Recolecten en su liceo datos sobre las dos variables que hemos estudiado: Edad del
estudiante 'y Horas promedio diarias de conexion a Internet.

t'a Apunten para cada estudiante el par de respuestas dadas. Pueden organizar una tabla
de recoleccidon como la que se presento.

— Apliquen el ACL, a ver si se encuentra el mismo grado y sentido de asociacién, cuiden
que no sean estudiantes de la misma edad por cuanto no tendriamos una variable y porque en
la medida que una caracteristica varia muy poco, el coeficiente de correlacion disminuye su valor.
Para ello deberan:

1 Construir un diagrama de dispersién y analizar su comportamiento.
s Calcular e interpretar el resultado del coeficiente de correlacion r,,de Pearson.

—« Revisen el informe que se reseid al inicio de esta leccién que trata sobre datos de
adolescentes venezolanos de la ciudad capital. Alli encontrardn datos de referencia y algunas
otras informaciones de interés ;Qué cambios han ocurrido en el comportamiento resefiado en
ese informe en su liceo?

—» De la misma manera, recolecten datos en su comunidad y comparen en cual de los dos
grupos el grado de la relacién es mas intensa y si se mantiene que los grupos tengan el mismo
sentido de la relacion que el que estudiamos en esta leccion.

Apoyen su analisis indicando los recursos tecnolégicos con los que cuenta el liceo o su
comunidad, tales como aulas de informatica, Infocentros, CBit, ciber, conexiones privadas
0 equipos moviles.
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_~ Indaguen en Internet qué otros trabajos se han
realizado al respecto, esto se ha hecho en otros paises
también, pueden orientar su busqueda indicando como
palabras claves “adolescencia e Internet” o “uso de Internet
y adolescentes”y visitando direcciones electrénicas como:

www.slideshare.net/manarea/adolescentes-e-Internet;

www.ciamariaz.com/milo/eso07/1sesion 16-10-07.

Como parte de la historia de la Matematica, es
importante buscar y leer acerca de los aportes del
cientifico matematico britanico Karl Pearson (1857-1936),
precursor de la estadistica matematica y fundador de
la bioestadistica, tanto para el analisis de correlacién lineal
como de otros conceptos estadisticos.

Lk Socializacion de resultados:

Presenten en clases los resultados obtenidos y conversen sobre las implicaciones que
estos podrian tener en el rendimiento escolar, en el caso de las y los liceistas y en el trabajo
comunal para con las vecinas y los vecinos.

Comuniquen estos resultados por cualquiera de estos medios: cartelera, periédico mural,
diptico, triptico o emisora comunitaria al resto de sus compaferas y companeros y generen
alguna actividad de intercambio, reflexién y discusién entre la comunidad escolar o vecinal.

Las conclusiones a las que se llegue al describir con un analisis
de correlacion lineal, solo son referidas al grupo de datos que
se esta analizando y no pueden ser generalizadas a otros grupos.

Continuando el Analisis Bivariante

Otra manera de analizar estadisticamente de forma conjunta dos variables se hace
al describir por medio de una ecuacién o de una representacion grafica, el comportamiento de
los datos.

En la realidad, los datos pueden comportarse de multiples maneras, en el ejemplo que
se ha expuesto sobre la relacién entre horas de conexién a Internet y edad, la nube de puntos
parecia ajustarse mas a una linea recta. No obstante, hay variables que pueden comportarse como
modelos curvilineos (parabolas, exponenciales, sinusoidales, entre otros), pero también pueden
presentar incorrelaciones, es decir, ningun tipo de relacién modelable.




En esta leccidn trabajaremos exclusivamente con el modelo de
la linea recta. En cursos universitarios, dependiendo de la carrera, podran
conocer el tratamiento estadistico para modelos curvilineos e incluso
el modelo lineal con mayor profundidad.

Aun cuando este andlisis puede realizarse en forma
independiente del Analisis de Correlacién Lineal, se recomienda
verificar primero si ambas variables son cuantitativas y si existe una
fuerte relacién lineal entre las variables, para asi poder realizar un mejor
ajuste al modelo que servira de descriptor de la relaciéon y que en este caso
serd el de la linea recta.

Lo primero que se hace para describir estadisticamente los datos a través del
modelo de la linea recta es recordar la ecuacién de una funcién lineal Y =a+bX . Aqui Yy
X representan las variables en estudio. De acuerdo con la ecuacién, Y viene a ser la variable
“dependiente” de los cambios ocurridos en la variable X o variable “independiente”y de
los cambios conjuntos entre X'y ¥, los cuales son expresados a través de los coeficientes a
y b. El coeficiente a representa el valor de la variable dependiente Y en donde la linea recta
que representa a los datos hace interseccién, pero que en términos descriptivos
puede leerse como el valor de la variable Y cuando el valor de la variable X es cero,

y b viene a ser la pendiente o grado de inclinacién de la recta, que puede ser tanto
positiva como negativa. En términos descriptivos, b representa a las unidades de
incremento o decrecimiento de la variable dependiente Y en la medida en que
la variable independiente X crece en una unidad de su medida.

Las formulas para obtener estos coeficientes b y a, requieren
para su desarrollo del uso del calculo diferencial, este contenido supera
las expectativas de este texto, sin embargo se puede hacer uso de sus
expresiones matematicas y en cursos mas avanzados podran trabajar
y demostrar su desarrollo matematico.

3

a=Y-bX

Estas férmulas surgen de la aplicacion del método de minimos
cuadrados que se utiliza para el ajuste de curvas y nos ofrecen valores
de a y b que minimizan las sumas de cuadrados de las diferencias entre
los valores realmente observados Y y los valores que van a ser obtenidos de
la aplicacion de la ecuacién de la recta Yc.




Considerando los calculos realizados previamente para obtener el coeficiente de
correlacion r ., de Pearson, entre las variables Edad y Horas promedios de conexion diaria a
Internet por parte de estos estudiantes adolescentes, se pueden sustituir los valores requeridos
por la férmula del coeficiente 4.

n;X,-Z—ZX,-ile 11-508-170-32

b_ i=1 —
n T 11-2.642 170>

_ ni(xi)z _(zx

i=1

3

=0,9136 = 0,91

El valor de a puede ser calculado al sustituir en su formula el recién calculado valorde b y
los valores de las medias aritméticas que se habian suministrado en la fabla 2 de esta leccion, solo
que identificaremos a la Edad como la variable X'y a las Horas como la variable Y. Por lo tanto,

a=Y-bX =2,91-(0,91-15,45)~ 11,21

De donde,

Ye=-11,21+0,91X

Esta ecuacién viene a describir el comportamiento de los datos de los once estudiantes
muestreados en sus dos variables y permite el trazado de la recta que pasara por todos los valores
promedios de Y para cada pareja de X, y que por minimos cuadrados minimizara el margen de
error que se puede cometer, bien sea por exceso o por defecto al calcular los valores estimados
deY.

De esta manera, para trazar la recta consideramos dos valores cualesquiera de la variable
independiente X, por ejemplo 13 y 17 afios de edad; al sustituirlos en la ecuacion se obtendran
dos valores de Y (variable dependiente), uno para cada valor de X.

Es muy importante que respeten el orden de prioridad de las operaciones en la ecuacion
para que los resultados sean los apropiados, es decir, en la ecuaciéon primero se multiplica
la pendiente por el valor arbitrario de la variable X'y luego se procede a la suma algebraica de este
resultado con el valor de a.




Al graficar tanto los datos originales de X'y de Y, asi como la recta obtenida a través de
los coeficientes a y b, se encontrard la recta que mejor se ajusta a estos datos, ya que al comparar
cada valor con el de la recta estimada siempre serd menor que si se compara con el valor de
cualquier otra recta trazada en en ese plano (ver grdfico 2).

Ye=-11,21+0,91 (X)

Grdfico 2. Relacion entre la edad de adolescentes y horas promedio

diarias de conexién a Internet

Uno de los objetivos de obtener esta ecuaciéon consiste en hallar los valores de una
variable partiendo de los valores de otra, permitiendo ademas de la descripcion exhaustiva del
comportamiento conjunto de las variables, el dar elementos para la toma de decision. En este
caso, en el que analizamos dos variables con una dispersiéon pequena, tal vez no veamos la utilidad,
pero buena parte de los avances de las ciencias de la naturaleza se han basado en el poder
predictivo de este tipo de andlisis.

El origen de este analisis matematico-estadistico
se remonta a estudios realizados por primera vez en
1877, cuando Francis Galton (1822 - 1911) mostré que
la altura de los nifios nacidos de padres altos tenderd a
retroceder o “regresar” hacia la estatura promedio de
la poblacion. El término regresion fue designado al
proceso general de predecir una variable, en ese caso
la altura de las ninas y los nifios, de otra como la altura
de sus padres. En tal sentido, el analisis que acabamos
de trabajar se denomina analisis de regresion lineal
simple (ARL).
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El analisis de regresion lineal simple (ARL), se encarga de describir
a través de una ecuacién de la linea recta el comportamiento de
un par de variables asociadas. Esta ecuacién esta compuesta por dos
coeficientes de regresion (a y b) y dos variables, una independiente
o explicativa y una variable dependiente o explicada. La recta que
produce esta ecuacion se conoce como recta de regresion.

Uno de los mayores usos que tiene el ARL es el poder predictivo de una variable en funcion
del valor de la otra variable relacionada y que cumple el papel de variable explicativa. Como parte
del comportamiento de datos de dos variables reales, es muy probable que no se comporte
perfectamente como una linea recta. Esto permite introducir el concepto de error cuadratico de
ajuste o error de estimacion de Y en funcién de X.

Observen en el grdfico 3 algunas diferencias entre los valores reales Y,y los valores
estimados Yc¢ que conforman la recta de regresiéon. Cada una de estas diferencias viene a
constituirse en un error de ajuste (e), debido a que ese punto real esta alejado del valor que lo
representa en el modelo de la linea recta.

Grdfico 3. Relacion entre la edad de adolescentes y horas promedio

diarias de conexion a Internet




Como veran, algunas diferencias estan ubicadas por encima de la recta y otras por
debajo de la recta de regresion. En la estimacion, las primeras se consideran errores por exceso
y las segundas errores por defecto.

Dado que la recta pasa por los valores promedios de cada una de las estimaciones de Y
para los valores de X, se cumple con una de las propiedades de la media aritmética que indica
que la suma de todas las diferencias (+ y -) con respecto al valor promedio, es igual a cero. Porque
las diferencias se equilibran, se recurre aritméticamente a elevar al cuadrado estas diferencias
para convertir todos los valores a signos positivos y asi calcular un promedio de estas desviaciones
cuadraticas. El resultado de toda esta operacidn se resume en la siguiente férmula conocida como
el error cuadratico de ajuste o error de estimacion en la regresion.

Para resolver esta formula debemos calcular para cada valor deXl. real, su valor estimado de
Y (Yc) y completar una tabla como la nimero 4.

Tabla 4. Valores necesarios para calcular el error cuadratico de ajuste.

Actividad

Examinando la fabla 4 que se presenta verifiquen el procedimiento de calculo para las tres
ultimas columnas y completen los datos faltantes. Esto les permitira entender qué fue lo que se
realizd en cada una de esas tres columnas y aplicar en un futuro el procedimiento apropiado.
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De esta tabla 4, interesara el resultado de la ultima columna, debido a que corresponde
a la sumatoria de los desvios al cuadrado de Y, con respecto a Yc y nos permitira sustituir en
la férmula del error cuadratico de ajuste

2
) _ 8,6513

=4/0,7865 = 0,89

Por lo que cada vez que se hace una estimacién del nimero de horas promedio de
conexién a Internet a partir de la edad del adolescente, se esta cometiendo un error de estimacion
por exceso o por defecto de 0,89 horas, es decir en menos de una hora.

Investigacion

—= Continuando con la indagacién que se inici6 durante la explicacién del Analisis de
Correlacion Lineal en esta leccidn, se recomienda que:

ta Calculen los coeficientes de regresion lineal para sus datos.
1l Establezcan la ecuacion de regresion.
¢ Calculen el error cuadratico de ajuste de este modelo de regresion.

<" Analicen los resultados obtenidos y plantéense algunos valores de X a los cuales
les gustaria saber cudl seria su respectiva estimacion de Yc. A estas estimaciones sumen y réstenle
el respectivo error cuadratico de ajuste para asi encontrar los posibles limites inferior y superior
de cada proyeccion.

—L= Completen, en sus cuadernos, la siguiente tabla a partir de los resultados obtenidos de
su ARL.

—L Conversen y reflexionen en sus clases y con sus familiares si en su comunidad se ve
expresado el logro de la 8 meta, letra b de las metas u objetivos del milenio para Venezuela.

— .~ Compartan las respuestas a esta interrogante ;Qué reflexiones generan en ustedes
los resultados del nUmero de horas de conexién a Internet y las repercusiones que pudiesen tener
en su desarrollo como ciudadanos para este siglo? Piensen y socialicen qué recomendaciones
darian y qué acciones pondrian en marcha para mejorar los resultados que se encontraron en
la investigacion.




La aplicacién del ACL y del ARL puede realizarse en grupos mucho mas numerosos que
los que aqui se han utilizado para explicarlos, en esos casos recurrimos a herramientas
tecnoldgicas como una hoja de cdlculo, en el caso de construir el diagrama de dispersién y calcular
el .., 0 una calculadora cientifica sencilla, para la obtencién del r ..

Observen las instrucciones:
Se sombrean los datos de las dos variables y se marca en el menu Insertar / grafico /
XY (Dispersion) y seleccionar el Paso 4 (lado izquierdo de la ventana) Elementos de graficos,

para colocar asi el titulo del grafico y la identificacion de ejes. Tal como se muestra a continuacion:

Esta listo el grafico al marcar Finalizar.
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Para obtener el valor del coeficiente de correlacion r,, de Pearson, se escribe en alguna
casilla de interés el coeficiente y posicionen el cursor en la celda de al lado.

En el submenu, marcar el simbolo fx para que se despliegue el asistente de funcién.
Escoger en las funciones Estadisticas: COEF.DE.CORREL y en la ventana de datos escribir las celdas
de interés. Al marcar Aceptar quedard registrado el resultado del coeficiente para su respectivo
analisis. En este caso 0,55.




Para hallar la linea de regresidn, basta con resaltar el grafico (doble clic con el ratén) y en
menu Insertar, marcar Lineas de Tendencia / Lineal / Mostrar ecuacion / Aceptar. Tal y como

se aprecia en estas figuras.

Todo esto permite en poco tiempo
obtener los coeficientes de correlacion y
de regresion para asi dedicarse a continuar
el andlisis e interpretacién de los resultados.
En el caso de las calculadoras cientificas,
conviene revisar el manual de uso, en el que
aparecen las instrucciones para el calculo
de las medidas estadisticas tanto en forma
univariante como bivariante (si es el caso de
su calculadora).
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De todos modos es muy importante familiarizarse con estos instrumentos disefados
para ser cada vez mas eficientes en la obtencion de resultados y posterior analisis matematico
y estadistico y asi fortalecer el logro de la meta acerca del acceso y disfrute de los beneficios de
las nuevas tecnologias y en especial las de la informacién y comunicacion.

Para concluir, los conocimientos estadisticos son de suma utilidad en la comprensién de
nuestras realidades concretas. Su analisis puede ser de manera univariante o como se trabajé en
esta leccién, considerando simultdneamente el comportamiento de dos variables, a sabiendas
que la vida real es tan compleja que incluso considerar un analisis bivariante es insuficiente.

La invitacion es a revisar todos los elementos de esta leccién y con la ayuda de su profesora
o profesor y de textos, aclarar y profundizar en este tema, de forma tal que su visiéon del mundo
y alcance de datos mejore y les permita, de ser necesario, una 6ptima toma de decisiones.

Una manera rapida de saber si la calculadora que esta al alcance de ustedes tiene
funciones estadisticas que permitan la aplicacion del anadlisis de regresion lineal y en
consecuencia del andlisis de correlacion lineal explicados en esta leccion, es presionar la tecla
modey verificar si en pantalla aparece la funcidén“REG" 0“STAT"y para cada caso respectivamente
la funcion “Lin” 0 “A+B X". Sin embargo, es de sumo provecho que ubiquen, en el manual de uso,
las instrucciones precisas para su operacion.
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Adhesion de Venezuela al Mercado Comun del Sur
(MERCOSUR)

El 31 de julio de 2012, luego de varias conversaciones y diversas solicitudes
de incorporacién realizadas desde hace seis anos por parte de nuestro pais a este
organismo regional de América del Sur, se logré firmar el acuerdo de adhesién plena
al MERCOSUR, lo que le permite participar con voz y voto en las decisiones de este
ente de integracion regional.

Nota: en la imagen superior el ¥ representa el Territorio Esequibo (zona en
reclamacion) sujeto al acuerdo de Ginebra del 17 de Febrero de 1966.



Este trascendental paso abre las puertas a un conjunto de ventajas en las relaciones
comerciales, culturales, laborales, educativas y turisticas entre los paises que lo conforman en
la actualidad, tal es el caso de Brasil, Argentina, Uruguay, Venezuela y Paraguay, este ultimo se
encuentra suspendido temporalmente por violentar el Tratado Ushuaia, o tratado de democracia
firmado por los paraguayos, al destituir a su presidente electo Fernando Lugo'. También exige de
parte de las venezolanas y los venezolanos una mejora de nuestro trabajo y nuestros productos
y el conocimiento de las normas y estandares de relacién que permitan la complementariedad
entre los paises aliados y el sur de nuestra América, asi como conformar un bloque competitivo en
el dmbito mundial.

Como parte del acuerdo, Venezuela tendrd un plazo de hasta cuatro afios para adaptarse a
toda la normativa comercial del MERCOSUR, es decir, hasta el 31 de julio de 2016. Esto va a requerir
nuevas formas de organizacidon y muy probablemente del apoyo de conocimientos matematicos
para poder dar respuestas a las inquietudes que surjan. Veamos algunos casos.

En la firma de un acuerdo bilateral entre Brasil y Venezuela, se requieren conformar comités
de trabajadores de 7 personas. Por ejemplo, si hay 10 trabajadores o trabajadoras de Venezuelay 8
de Brasil. Cuantos comités diferentes de 7 personas pueden formarse de tal manera que el comité
contenga las siguientes personas:

= Exactamente 4 de Venezuela.
i=- Por lo menos 4 de Venezuela.
fa- A'lo sumo 4 de Venezuela.

En esta situacion no afecta el orden en el que sean seleccionadas las personas que
van a conformar el comité. Es decir, da igual que el primer trabajador sea un brasilero o una
venezolana, siempre y cuando se cumpla con las condiciones que nos estan pidiendo. Por lo tanto,
estudiaremos la Teoria Combinatoria, en especial un tema que ya abordamos en afios anteriores,
las Combinaciones.

Combinaciones

Veamos una definicén formal de este concepto:

El nUmero de conjuntos diferentes con » elementos
cada uno, que pueden formarse de un conjunto de
n elementos (n > r), se lama combinaciones de n
elementos tomando r a la vez.

1: Seguin version de la secretaria ejecutiva de la Comision Presidencial para la Adhesion de Venezuela al Mercado Comiin
del Sur (MERCOSUR), Isabel Delgado, el 3 de agosto de 2012. Disponible en http://www.avn.info.ve/node/125692
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La notacion:
C(n,r) onCr

expresa el nimero de combinaciones de n objetos tomados r a la vez, donde cada combinacion
de r elementos puede ser utilizada para formar »/ permutaciones. Su férmula general viene a ser:

C(n,”):#ir)!:(:j

Donde C(n,0) = C(n,n) = 1, porque solo existe una manera de escoger a ningun elemento
de un conjunto dado, y solo una también de escoger a todos los elementos.

Aplicando la férmula y algunos axiomas de teoria combinatoria en la resoluciéon de
los problemas que se le plantearon se tendra que:

10 8
th . =11.760 comités.
4 3

En este caso debe cumplirse que de los 7 miembros, 4 de los 10 sean exactamente
venezolanosy para completar el comité, 3 de los 8 sean brasileros, formaran parte del mismo.

+ Se plante6 que por lo menos 4 sean venezolanos, esto quiere decir que ese es el nimero
minimo de venezolanas y venezolanos en el comité, sin embargo, eso no excluye que
también puedan estar, 5, 6 6 7 venezolanas y venezolanos en el comité. Por tanto, cada
posible combinacion ha de agregarse (sumarse) a las otras combinaciones posibles. De esta
manera quedaria la solucion de este problema de la siguiente forma:

L CIHIH e

a Cuando se plantea a lo sumo, es lo mismo que decir como madximo. De tal manera
que decir a lo sumo 4, se esta queriendo decir que el maximo valor ha de ser 4, por lo que
los valores a considerar serian 0, 1, 2, 3,4 y como en el caso anterior, a cada posible producto
de combinaciones se le sumara la siguiente hasta llegar el valor maximo, tal como se expresa
a continuacion:

108 108 10Y(8 10Y(8 10Y(8
+ + + + =22.968 comités
0 )0\7 1 ){6 2 )\5 3 )\4 4 )\3
Como habran podido observar, de no aplicarse las herramientas fundamentales de conteo,

muy posiblemente se tendria una perspectiva distinta de solucién a estas interrogantes y en
consecuencia la solucién seria totalmente distinta a la presentada.
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s De plantearse la situacion en Venezuela, en la que un grupo de 8 trabajadoras y
trabajadores decide mandar una comisién de contraloria social para hablar con
los miembros del Consejo Comunal donde esta funcionando la empresa en la que laboran,
si la comisién se compone de dos o mas trabajadoras y trabajadores, jcuantas comisiones
de contraloria pueden conformarse? Expresen sus resultados en términos de combinaciones
y chequeen que la respuesta sea 247 comisiones.

s Otro caso que se podria plantear seria: si uno de los paises miembros tiene 9 productos para
intercambiar en el MERCOSUR vy otro tiene 6 productos, jde cuantas maneras se pueden
intercambiar 3 de esos productos? (La respuesta es 1.680).

Observen que pueden suscitarse muchas situaciones en las que se tenga que prever todas
las posibles respuestas que involucren el conteo, por ejemplo, puertos de los que puedan salir
barcos a transportar los productos; entradas fronterizas que van a ser utilizadas o no para este tipo
de comercio o de transito de personas en calidad de estudiantes, trabajadores, cultores, turistas,
entre otros.

Si hacen uso de una calculadora cientifica, pueden utilizar la tecla para obtener
los resultados de las combinaciones. En muchos modelos de calculadora basta con colocar en
el orden siguiente los datos: n r (0 x segun sea el caso) E

Actividad L

Calculenlassiguientescombinaciones
y examinen sus resultados:

Q00
LG
0060

+f. ;Qué regularidad encuentran en
la secuencia de los resultados?

S Ln O B~ O W

*la ;Qué valor deberia obtenerse si se
hace la sustitucion para n = 6, desde
r =0 hasta 6?




El Triangulo Aritmético

Utilicemos otro recurso matematico para encontrar valores de combinaciones como
la secuencia antes analizada.

Supongamos que para un cierto valor de n se conocen los valores de todos los numeros

. . n o . 7
combinatorios de la forma j, 0<r<n+l,y se utiliza la relacion:

p
n+l1 n n

[ j:( ]+[ j,OSrSn+1
r r—1 r

De manera recursiva se pueden obtener todos los numeros combinatorios. Si por ejemplo

0 -
comenzamos con =1, este valor lo colocamos en el centro de la pagina, luego calculamos
los siguientes dos nimeros combinatorios (OJ =ly (J =1 y los colocamos debajo del primer 1,

justo a ambos lados, de manera que queden asi:

Los siguientes numeros combinatorios corresponden a n = 2, de manera que primero

2 2
calculamos los dos numeros extremos que vendrian a ser (0 =1y 5 =1, que colocaremos

debajo y al lado de los anteriores como se presenta a continuacion:
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2
Aqui aunque sea facil obtener el combinatorio ( se utiliza la relacién antes mencionada

1 0 1

2 1 1
y ( J:( j+[ j=1+1=2, que es el numero indicado con flechas en la imagen anterior. Para
3 3
construir la fila que corresponde a n = 3, los extremos van a valer 1, dado que (OJ =ly ( jz I,

3

los demas valores se obtienen sumando los dos valores que se encuentren encima del espacio
a rellenar, de igual forma procederiamos cuando n = 4.

Si se continla este proceso se obtendra un arreglo de numeros con propiedades
interesantes y utiles que se conoce como el Triangulo de Tartaglia o de Pascal, en honor a Nicola
Tartaglia (1499-1557, matemadtico Italiano) y a Blaise Pascal (1623-1662, matematico, fisico
y filésofo francés). El primero de ellos lo cred y el segundo lo popularizé a mediados del siglo XVII.

Cada filaj tiene j + 1 numeros que corresponden a los numeros combinatorios ( . | para
1
0<i< j,demanera que cada fila comienza por el niUmero combinatorio (0] , el numero que esté

en el lugar i + 1 de la fila j sera el niUmero combinatorio [JJ Para hallar el {6j se busca el lugar 4
i 3

6
de la fila 6 con lo que se obtiene (3) =20.




Actividades

‘!} Hallar los numeros combinatorios (8j [9j y (11] por la féormula y por el Tridngulo de
3 7 5

Tartaglia o de Pascal. ;Los resultados son los mismos?

D Si para el MERCOSUR los paises que lo integran cuentan con 14 puertos maritimos de
los cuales 4 estan en Venezuela, jcuantas combinaciones posibles podran establecerse entre
los distintos puertos de paises adheridos a ese mercado y Venezuela?

l} En la siguiente imagen del triangulo de Tartaglia o de Pascal, sustituyan los puntos
por los valores correspondientes. Sumen los valores contenidos en el paralelogramo o rombo
resaltado y observen que esta sumatoria es igual al valor de a - 1. Fijense que el valor a es

... (8
el resultado de la combinacién A dado que se encuentra en la fila 8 y ocupa el puesto r + 1,

es decir en el puesto 5 de esa fila y por la relaciéon que establecen es la suma de las combinaciones

L riovan

{} ;Qué otras relaciones como la anterior pueden encontrar y demostrar en el Tridngulo de
Pascal o de Tartaglia? Plantéenla en sus clases de Matematica. Investiguen sobre estas propiedades
y publiquen sus hallazgos en la cartelera.
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Investigacion

.« Indaguen en internet, en los portales oficiales del
Ministerio del Poder Popular para las Relaciones Exteriores,
Ministerio del Poder Popular para Industrias y Comercios,
de la Presidencia de la Republica Bolivariana de Venezuela
y de la Agencia de Noticias de Venezuela, la secuencia
de acciones llevadas a cabo para la firma del tratado de
adhesion al Mercado Comun del Sur (MERCOSUR) asi como
las normas de incorporacién que exijan pensar en posibles
combinaciones de acciones y permitan la aplicaciéon de
los conceptos matematicos vistos hasta este momento.

Reflexionen en el caso de las relaciones comerciales
que se mantendran con el resto de paises de América del
Sur que no estan en este mercado comun, situaciones
que ameriten la aplicaciéon de la teoria combinatoria para
la determinacidon del nimero de posibles resultados como
los planteados en esta leccion, e incluso otros que surjan de
la reflexién o busqueda de datos al respecto.

Ademas del Tratado del Triangulo Aritmético, Blaise Pascal publicd a sus 17 anos el escrito
Ensayo sobre las Conicas. Fijense a la edad en que comenzé a publicar hallazgos matematicos.
Investigar acerca de su vida y las areas de estudio que fueron de su interés, puede ser un estimulo
a la busqueda que ustedes también pueden iniciar, sin olvidar que toda indagacion requiere
verificar qué se ha escrito, descubierto, demostrado y rechazado con anterioridad. La invitacién es a
la busqueda de elementos que para su momento, llamaron la atencién de estos personajes que
luego el tiempo les dio el papel de matematicos en la historia.

Introduciendo el Teorema del Binomio

Cuando se examina la conformacién del Triangulo de Tartaglia o de Pascal, se puede
observar que en este arreglo cada numero en cada una de las columnas sucesivas, a excepcion de
la primera y la ultima, que siempre son 1, es la suma de los dos nimeros consecutivos del renglén
anterior. Matematicamente esta accion puede ser desarrollada a través del patron que sigue este
conjunto de expresiones:

(a+b)

(a+b)

(a+b)2 =a’ +2ab+b’
(a+b) =d’ +3ab* +3ab’ +b’
(a)

=a* +4a’b+64a’b* +4ab’ + b*




Observen que se encuentra como rasgo comun

n . . .
(a+b) para cualquier valor entero de n, pero sin necesidad
de una multiplicacion repetitiva. También se tiene que:

ta El primer término del desarrollo es a" y el ultimo &".

T'a Hayn+ 1 términos en cada desarrollo.

s Los coeficientes de términos equidistantes de
los extremos del desarrollo son iguales.

» En cada término sucesivo después del primero,
los exponentes de a decrecen en 1y los de baumentan
en 1, tal que la suma de los exponentes en cada
término es n.

Por lo tanto, si uno observa el Tridngulo y se acoge a
las expresiones anteriores, es de esperarse que los términos

del desarrollo de (a+b)5 tengan los coeficientes 1, 5, 10,
10, 5, 1, es decir:

(a+ b)S =a’ +5a'b+10a’b* +10a°b> + 5ab” + b’

y el patrén continua.

Aunque esta técnica para encontrar los coeficientes
siempre da resultado, posee una desventaja. Para desarrollar

(a+b)10 con ayuda de este patron seria necesario escribir
hasta el décimo renglon del Triangulo para encontrar
los coeficientes apropiados. Sin embargo, aun persistiria
la necesidad de utilizar un método conciso para expresar
los coeficientes.

, 5 .
Consideren de nuevo: (a+b) . Este simbolo es
una abreviatura de:

(a+b)5 :(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)

Al multiplicar los primeros cinco factores se multiplica

a-a-a-a-a=a’;estoes, se escoge la a de cadafactor (es decir
que no se escoge la b). Entonces, ante la pregunta, jcudl es el
coeficiente del primer término?, puede interpretarse como
(de cuantas maneras puede no escogerse la“b"? La respuesta




El segundo término del desarrollo es de la forma a*h. En este caso la a se escoge de 4 de
los factores, y la b de 1. Por tanto, se puede escoger una b de un conjunto de cinco “b", o sea

5
de (J =5 formas. Al decidir de qué factor se selecciona b, se elige a del resto de los factores.

Continuando con el proceso se ve que el siguiente término es de la forma a’h°. En este caso

5
se pueden escoger dos “b” de un conjunto de cinco, es decir =10 formas. Por lo tanto, hay
10 términos de la forma @*b? y el coeficiente también seria 10, ya que (3] =10. De forma similar,

se puede encontrar el coeficiente del término ab* y b°. En definitiva, los numeros de la forma
5\(5\(5)(5)(5)(5
(OJ(J(J[J[J(SJ son exactamente los coeficientes de los términos de (a+b)5,

De igual forma se podria proceder para encontrar los coeficientes de los términos de
n . o .
(a +b) para cualquier valor entero positivo de n.

Recuerden que (a+b)n significa que (a+b) se coloca como factor n veces y se
procede a multiplicar esos factores. Cada término es el resultado de la suma de
términos que son un producto de una letra en cada uno de los a + b factores. Cada
término contiene b” (lo que significa que b se escogid r veces de n), y también
a"" (ya que cada vez que se escoge a b se debe elegir a a), y la suma de los dos
exponentes de cada término debe ser n.

Existen tantos términos de la forma a""b" para un valor dado de r como
maneras de escoger r“b". Por lo tanto, hay C(n,r) de tales términos, y el coeficiente
de a""b"sera C(n,r) o (n] .

r

En el ano de 1665, Isaac Newton presentd la formula
para el desarrollo binomial con cualquier potencia n que
ahora se ha presentado, esto merecié que se le adjudicara
a este desarrollo matematico el nombre del Binomio de
Newton, con varias aplicaciones matematicas y en particular
en los aspectos de Probabilidad. Otro de los aportes de
Newton se dio en la fisica clasica con la presentacion
de la Ley de la Gravitacion Universal y las bases de
la Mecdnica Clasica, que sentaron los principios de la fisica
durante los siglos XVIIl'y XIX.




La Distribucion Binomial y el calculo de Probabilidades

La adhesion de la Republica Bolivariana de Venezuela como miembro pleno del Mercado
Comun del Sur (MERCOSUR), el 31 de julio de 2012 ha traido opiniones favorables, pero también
adversas a esta incorporaciéon, muchas veces por desinformacién o informacién sesgada
transmitida a la poblacion.

En la primera parte de esta leccién se les solicitaba la indagacion, revision y reflexién acerca
de las normas, convenios y posibles acuerdos permitidos entre las naciones miembros de este
organismo regional.

Si bien es cierto, que la razén fundamental de esta unién de naciones es fortalecer
el mercado como grupo, para asi incorporarse a competir en mejores condiciones con otros
mercados mundiales, también es cierto que desde el modelo y la vision actual de nuestro pais, se
busca la complementariedad de fortalezas de cada nacién y no la vision competitiva desde adentro
de la union.

La puesta en marcha exitosa y sin contratiempos de lo que este compromiso exige para
nuestra nacién pasa por conocer las posibles opiniones a favor o en contra de esta incorporacién,
como politica exterior. En tal sentido, a partir de este planteamiento se buscaran las herramientas
matematicas que permitan darle respuesta precisa y eficiente.

Si se afirma que el 85% de la poblacién venezolana esta a favor de la adhesién del pais al
MERCOSUR y un 15% esta en contra de esta incorporacion y en la comunidad en la que ustedes
viven se toma una muestra al azar de 10 personas, a las que se les solicitara su opinién a favor o
en contra de esta incorporacion se puede calcular, haciendo uso de los conocimientos adquiridos
en esta leccidn, las probabilidades de ocurrencia de un cierto suceso o evento aleatorio.

Examinando este planteamiento se encontrara que:

ta Se estd en presencia de una experiencia que no ha ocurrido (puede estar por ocurrir).

/s Esta experiencia no tiene un Unico resultado posible, sino dos, como son estar a favor o
estar en contra de la incorporacién de Venezuela al MERCOSUR. Esto hace que podamos
tener una probabilidad de lo deseado o buscado (p) y una probabilidad de lo no deseado
o no buscado (q).

1+ Cada persona tiene la misma probabilidad de ser seleccionado para dar su opinion
y que en cada seleccién se mantiene como criterio de probabilidad de ocurrencia,
la proporcionalidad planteada en el enunciado de la situacion (85% a favor, 15% en contra),
estas dos circunstancias son mutuamente excluyentes e independientes entre si, ya que, si
estds a favor no puedes estar en contra a la vez y la probabilidad de que estés en contra no
afecta a la probabilidad de que estés a favor, respectivamente.

1+ La accion de seleccionar al azar a las personas se repite mas de una vez (n = 10), lo cual
permite el uso de las combinaciones para dar respuestas a las posibles interrogantes.

1l Los posibles resultados de la variable aleatoria serian valores discretos que iran desde
el 0 hasta el 10. Es decir, un nimero finito de valores posibles entre dos cualesquiera.
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Haciendo uso del desarrollo del Binomio de Newton se genera la férmula de probabilidades
para experimentos como el descrito:

y se podrian obtener las probabilidades de ocurrencia de cada valor de la variable X, en este caso,
como es de interés la variable aleatoria “nimero de personas que estén de acuerdo o a favor con
la adhesién’, se tendran aquellos valores de X como sigue:

Cuando se plantea el hecho de solo una, dos u otro valor se debe entender como
exactamente uno, dos o el otro valor considerado.

En consecuencia, si se sustituyen los siguientes valores en la formula, se pueden obtener
las probabilidades de ocurrencia de cada valor de la variable aleatoria.

n=10; p=10,85; ¢=0,15
(los valores de p y ¢ surgen de transformar los porcentajes dados en el enunciado, de personas
a favor y en contra de la adhesién de Venezuela al MERCOSUR, a valores decimales que son

las unidades en las que se expresan las proporciones).

Por ejemplo, para el valor x = 0 (ninguna persona de la muestra esta a favor del ingreso del
pais al MERCOSUR), sustituyendo valores en la férmula que mostramos antes tenemos que:

P(x=0) =(100j(0,85)° (0,15)"" =1-1.0,577-10" ~ 0




Y para x = 5 (Sélo cinco personas de la muestra de 10 estan a favor del ingreso del pais
al MERCOSUR), la sustitucion y resolucién seria:

1 :
P(x=5)= 0 (0,85)°(0,15)"" =252-0,4437-0,7594-10 = 0,0085
5

Y para x = 10 (todos los sujetos de la muestra estan a favor del ingreso del pais al
MERCOSUR), seria:

P(x=10) =ng(o,85)l° (0,15)""" =1-0,1969-1=0,1969

Todos estos resultados se concentran en una sola tabla conocida como distribucion de
probabilidad para la variable aleatoria x y en la que apareceran para cada valor de la variable, su
probabilidad de ocurrencia.

Completen en sus cuadernos la siguiente distribucion de probabilidades para la variable
numero de personas que estan a favor de la adhesion de Venezuela al MERCOSUR.

Distribucion de probabilidad del nimero de personas a favor de ingreso de Venezuela al
MERCOSUR (r = 10; p = 0,85).



De ahora en adelante, a este tipo de distribucion obtenida segun la férmula antes
presentada la denominaremos Distribucion Binomial.

La distribucion binomial permite el cdlculo de probabilidades para cada valor de
variables aleatorias discretas que satisfagan las condiciones de:

t'a Repetir n veces un experimento aleatorio en igualdad de condiciones.
t'a Que el experimento solo ofrezca dos posibles resultados con probabilidades que
se mantengan constantes, independientes y complementarias en cada ensayo.

El uso de este modelo matematico abrevia la obtencion de probabilidades, ya que permite
el uso de tablas de distribucién de probabilidad en la que aparecen una gama considerable de
resultados para n y p distintos, facilitando asi la obtencion de probabilidades.

Otros aspectos que deben ser cuidados en una distribucion binomial tienen que ver con
el cumplimiento de los Axiomas Basicos de la Probabilidad, es decir, que:

*’s Para toda x, OSP(x)sl.
h Zn:P(x)zl.
i=1

thosig y B son sucesos incompatibles o mutuamente
excluyentes, P(AUB)=P(4)+P(B).

Al igual que las distribuciones de frecuencias, las distribuciones de probabilidad también
pueden ser resumidas y descritas a partir de dos medidas fundamentales en las probabilidades,
la Esperanza Matematica y la Desviacion Estandar.

En una distribucién binomial la Esperanza Matematica representa el valor
esperado de la variable aleatoria de interés, aquél de todos los que componen
a la variable aleatoria discreta que es mas probable que ocurra, aunque por
la forma en que se distribuya la variable no siempre coincide con el que posee
mayor probabilidad. La esperanza matematica se simboliza E(x) y se calcula
para una distribucion binomial asi E(x) =n-p.




La desviacion estandar por su parte, mide el grado de dispersién de
los valores de la variable segun su probabilidad de ocurrencia. Se calcula
para una distribucion binomial asi S =./n-p-q,y su valor permite
obtener el margen de incertidumbre de los valores que pueden ocurrir
alrededor de su valor esperado.

El margen de incertidumbre es E(x)£S, .

Una ventaja de modelar las probabilidades por la distribucién binomial es que permite
el calculo de estas dos medidas sin necesidad de hacer la distribucién binomial completa. De hecho,
sin haber concluido la distribucién porque es tarea de ustedes, se puede obtener el margen de
incertidumbre en la situacion que nos ocupa:

E(x)=10-0,85=8,5 personas a favor
S =410-0,85-0,15~1,275~1,3 persona

Entonces el margen sera de:

8,5+1,3

Es decir,

7,2<x<9,8

Lo que quiere decir es que si se toma una muestra al azar de 10 personas de esa comunidad,
se esperara que 9 de ellas estén a favor del ingreso de Venezuela al MERCOSUR, con un margen de
incertidumbre de aproximadamente de 7 a 10 personas que estén a favor de ese ingreso.

Como ven, el calculo de estas medidas requiere del conocimiento de dos valores
fundamentales de la distribucién binomial, n y p.

Recuerden que los valores de probabilidad miden la posibilidad de ocurrencia de un evento,
de manera que si su resultado es igual a cero el evento es imposible que ocurra, en la medida que
su valor se separa de cero aumenta la probabilidad, aunque no es una regla estricta, puede decirse
que si la probabilidad es cercana a 0,20 se dice que el evento es poco probable, si esta cerca de
0,50 medianamente probable; de 0,70 altamente probable; cerca de 0,95 casi seguro y si el valor
de la probabilidad es 1 se dira que el evento es totalmente probable o seguro de que ocurra. Nunca
una probabilidad sera mayor que 1 ni tendra un valor negativo, recuerden que éste es uno de
los axiomas basicos de la probabilidad.
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Actividades

D Con los célculos obtenidos para completar la distribucién de probabilidad para el nimero
de personas a favor del ingreso de Venezuela al Mercado Comun del Sur:

T Interpreten la probabilidad de que en la muestra seleccionada haya 7 personas a favor del

ingreso de Venezuela al MERCOSUR.

Interpreten la probabilidad de que al menos seis personas de la muestra estén a favor de
este ingreso.

Interpreten la probabilidad de que dos personas o menos estén a favor del ingreso
a MERCOSUR.

Analicen hacia qué valores de la variable aleatoria se encuentran las mayores probabilidades
de ocurrencia. ;A qué creen que se deba esto?

A partir del analisis que hicieron antes, chequeen si el valor esperado de la variable y
el margen de incertidumbre previamente calculado estan localizados por esos valores de
la variable aleatoria.

El' Construyan la distribucion de probabilidad para la variable aleatoria “niimero de personas
en contra de la adhesion de Venezuela al MERCOSUR'. Cuiden trabajar con n=10y p=0,15,
dado que cambié la variable aleatoria deseada.

*'a Comparen los valores obtenidos para esta variable con los trabajados en esta leccién

y que completaron en su cuaderno. ;Qué observan en las probabilidades? ;Acaso
las distribuciones se comportan en forma inversa o similar? ;A qué creen que se deba
este comportamiento?

t’a Calculenlaesperanza mateméticay la desviacién estandar para esta nueva variable aleatoria.
*s ;Coémo interpretan su margen de incertidumbre? ;Qué relacion encuentran con el margen

de incertidumbre calculado en esta leccion?

1 Interpreten la probabilidad de quex=3, x<6, x<8y 4<x<7.

D Construyan la distribucidon binomial de probabilidad para una muestra de 7 personas
y la variable aleatoria niumero de personas a favor del ingreso. Comparen resultados de

las probabilidades y de E(x).

n’ Construyan para la variable aleatoria “nimero de personas en contra del ingreso de
Venezuela al MERCOSUR” la distribucion de probabilidad si la muestra es de 20 personas. Observen
los resultados de las probabilidades. ;Aumentard la probabilidad de los valores mayores de
la variable? ;Por qué?




!E" Si se plantea que hubo un error en los porcentajes de la poblacién a favor y en contra del
ingreso al Mercosur y se plantea que un 75% de la poblacién esta a favor y el resto esta en contra.

ta ;Modificaran estos valores las distribuciones de probabilidad construidas?

t'a Comparen la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria Numero de personas
a favor del ingreso de nuestro pais al Mercado Comun del Sur, con n=10.

t’s Comparen los valores de la Esperanza matematica, la desviacién estandary los margenes de
incertidumbre para esta variable y tamano de muestra. jPueden llegar a alguna conclusién
al respecto?

t'a ;Qué se deberia mejorar en términos comunicacionales, de produccién y de beneficios

sociales para que el porcentaje de venezolanas y venezolanos en contra de pertenecer al

MERCOSUR disminuya?

li} Si ahora la situacion establece que 9 de cada 10 productos que se comercializaran en
el Mercosur, tendran salida y venta exitosa, en el marco de la complementariedad de mercados,
y les piden que con una muestra de 15 articulos a comercializar construyan la distribucion
de probabilidad:

*» ;Qué probabilidad habra de que solo 10 articulos tengan salida y venta exitosa?

*' Interpreten la probabilidad de que 8 a 12 articulos tengan salida y venta exitosa en
el MERCOSUR.

t'a Interpreten la probabilidad de que 3 a 7 articulos no tengan salida y venta exitosa en ese
mercado. jHay alguna complementariedad entre estas uUltimas probabilidades calculadas?

ta Obtengan e interpreten el margen de incertidumbre para esta variable. Reflexionen qué
medidas se deberian adoptar para optimizar la situacidn de salida y venta exitosa de estos
productos o cualquier otro, por parte de nuestro pais.

ID Redacten un ensayo en el que se reflejen tanto las ganancias de aprender el contenido
matematico desarrollado en esta leccién y como puede contribuir a dar respuestas a interrogantes
sobre eventos por ocurrir, asi como el apoyo que puede brindar estas herramientas matematicas
en la toma de decision. Preséntenlo a su clase y discutan los diversos puntos de vista que muy
probablemente surgiran de estas creaciones.

Graficando la Distribucion Binomial

Esta distribucion de probabilidad al igual que las distribuciones de frecuencias puede ser
presentada de manera grafica. Como la variable aleatoria es cuantitativa, se utilizara un plano
cartesiano. En el eje de las abscisas o eje X se colocara de manera escalada la variable aleatoria,
por ejemplo, Numero de personas a favor de la adhesion de Venezuela al MERCOSUR o niUmero de
articulos con salida y venta exitosa; en el eje de las ordenadas o eje Y se coloca de manera escalada
la Probabilidad. Para cada eje se deben considerar los valores maximos y minimos en cada caso.

En esta leccion, a ustedes les corresponde culminar la tabla para una muestra de 10
personas, en este caso se explicara como presentar graficamente una distribucién para la variable
aleatoria x = numero de personas a favor de la adhesion de Venezuela a Mercosur, una muestra
de n =15 personasy p =0,85.
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La distribucion de probabilidad se construiria tal y como se ha explicado hasta ahora,
aplicando la féormula para obtener la probabilidad de la distribucién binomial a cada valor
de la variable aleatoria x, los resultados serian los de la tabla adjunta. Observen la siguiente
presentacion de la distribucién de probabilidad construida. La mayor probabilidad alcanzada fue
0,4437 lo que quiere decir que al graficar, el valor maximo del eje Y (la probabilidad) ha de ser
0,5 y el minimo es cero, por lo que al escalar ese eje se consideraran estos dos datos. Para cada
valor de x se trazard una recta perpendicular a su eje Y que alcance el valor de probabilidad
correspondiente segun la tabla. Su presentacién definitiva es la que mostramos:

Luego que construyan las diversas distribuciones binomiales de probabilidad solicitadas
en esta leccién, preséntenlas en sus correspondientes graficas y hagan andlisis comparativos de
los comportamientos presentados.
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Las ecuaciones polindmicas y sus soluciones

Una anciana tableta perteneciente a la cultura mesopotamica planteaba
el problema de resolver la ecuacion:

x> —x=870

Por supuesto, los antiguos babilonios no usaban nuestra simbologia y forma
compacta de escritura matematica, pero para simplificar la historia escribiremos
la ecuacion que querian resolver de manera moderna. Lo mds interesante es la forma
completamente actual en la que resolvian el problema, idea que sequiremos aqui. En
primer lugar completemos el cuadrado:



Luego:

Tomando raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad se obtiene:

x—l: ‘/870+l
2 4

1 +/3.481

Luego, x:5+T:3O. El estudiante puede verificar que

la solucion es correcta, en efecto: 30° —30=2870. Ustedes pueden
preguntarse: ;jsabian los babilonios sacar raices cuadradas? Debemos
contestar eso y muchas cosas mas.

Los antiguos babilonios y su Matemdtica

Esta civilizacién conocida también como Mesopotamia (que significa entre
rios) se ubicé entre los rios Tigris y Eufrates, aproximadamente en el territorio que
ocupa actualmente Irak. Desarrollaron su civilizacion que incluia importantes
relaciones economicas con otros imperios, el desarrollo de la arquitectura (jardines
colgantes de Babilonia) y la agricultura. Gracias al hecho que usaron tabletas de
arcilla, parte de su importante cultura ha llegado a nosotros. Avances importantes en
el desarrollo de la escritura (cuneiforme), la astronomia, la matemadtica y el derecho
(cédigo de Hamurabi) provienen de los babilonios. Sin temor a equivocarnos mucho
de lo que la humanidad posteriormente iba a perfeccionar nacié en Mesopotamia.
En matemdtica crearon:

Un sistema de numeracion en base a 60, el cual todavia empleamos ya que
lo usamos para medir el tiempo (1 minuto = 60 segundos, 1 hora= 60 minutos) y en
la medicién de los dngulos (una vuelta completa = 360°).

« Conocian sin duda el teorema de Pitdgoras miles de afios antes que el sabio griego
Pitdgoras naciera.

o Métodos de solucion de ecuaciones de primero, segundo y tercer grado (algunos
casos particulares) y sistemas de ecuaciones.

o Una trigonometria rudimentaria pero util para sus cdlculos arquitectonicos
o Podian predecir eclipses.

Todo esto demuestra los grandes conocimientos de los antiguos babilonios
y el respeto que nos inspira esa civilizacion.
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Los babilonios descartaban la raiz negativa de la ecuacidon y debemos decirle al estudiante

que los nimeros negativos tardarian miles de afos en hacer su aparicién en la matematica.

El procedimiento que explicamos en el ejemplo anterior se puede aplicar a cualquier

ecuacion de segundo grado ax’ +bx +¢ =0, llevando a la conocida férmula:

Cardano y su formula

b P dae

2a

X

Pero, jqué ocurre con la ecuacion de grado
tres ax’ +bx’ +cx+d=07? El estudiante que ha leido
atentamente nuestra exposicion ya sabe que los babilonios
resolvieron algunas ecuaciones de tercer grado. Eran
casos particulares que resolvian de manera artificiosa. Sin
duda esto es un logro extraordinario. Pero la matematica
es sistemdtica y avanza extendiendo y generalizando
los resultados conocidos. Luego el problema es dada
la ecuacion:

ax’ +bx* +cex+d =0

encontrar una formula en funcion de los coeficientes
a, b, ¢ y d que nos dé las soluciones de la ecuacion.
Sorprendentemente pasaron tres mil afos para ver
un avance en la solucién de este problema.

. . . s 2 , . .
Resolvamos la siguiente ecuacion x”+4x=15, tal como lo hacian los babilonios
(completando cuadrados).

;Suférmula? Esto es una historia que involucra a los matematicos italianos del siglo XVI, mas

bien a dos de ellos, Cardano y Tartaglia. Es una historia de juramentos, peleas y descubrimientos
apasionante. Pero veamos primero la idea detras del descubrimiento de Tartaglia. La idea en
cuestion es sencilla y probablemente el estudiante la conoce: algunas ecuaciones se pueden
reducir de grado mediante una sustitucion de variables inteligente. Por ejemplo, consideremos

la ecuacion:

xt=6x*+5=0

Es una ecuacién de cuarto grado para la cual no hemos estudiado ninguna férmula que

le dé las soluciones. Pero notaran que la sustitucién x>=y cambia la ecuacion a:

' —6y+5=0
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Pero jesto es una ecuacion de segundo grado! que si podemos resolver. De hecho sus

soluciones sony=1,y=5. Luego las solucionesson x=%1y x= i«/g .Volvamos a nuestra historia
. . . . , .z 3 2

principal, ;como resolver mediante una formula la ecuacion de tercer grado ax” +bx” +cx+d =0?

n

El matematico italiano Tartaglia tenia un problema para hablar, de hecho “Tartaglia
significa “tartamudo” en italiano. Sin embargo, tenia una mente brillante, su tartamudez era debida
a heridas ocasionadas en las guerras donde participé como soldado. Lo que vamos a exponer tuvo
que esperar miles de afos para ser descubierto.

Tomemos la ecuacion ax’ +bx” +cx+d =0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que a = 1. Esto se logra dividiendo todo por a ya que a no puede ser nulo, de lo contrario
tendriamos una ecuacién de segundo grado. Asi la ecuacion inicial es:

X +ax’ +bx+c=0

Tartaglia observd que era mas sencillo resolver las ecuaciones que no tienen término
(o o - . o a
cuadratico. Este término se puede eliminar mediante la substitucion x = x, 3 ya que:

3 2
(xl —%) +a(x] —gj +b(x1 —§j+c=0

Realizando los calculos vemos que al elevar la parte correspondiente al cubo obtenemos
, . 2 2 / .
el término —ax,”, y al desarrollar el cuadrado aparece ax,”, luego los términos se cancelan
y podemos suponer que de entrada tenemos la ecuacion:

X +px+q=0
Ahora Tartaglia llama x =u —v y sustituye esto en la ecuacién:
(u—v)3 +p(u—v)+q =0
Luego,
w—v’ =3u*v+ 3w’ +p(u—v)+q =0

La idea de Tartaglia de introducir las variables u y v es poder disponer la ecuacion como
un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Sigamos con el dlgebra como lo hizo Tartaglia.

w’ =’ =3utv+3u’ + p(u—v)+g=u’—v' =3 (u—v)+3+p(u-v)+q=0
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Factorizando u-v obtenemos:

T —(u—v)(—3uv+p)+q =0
Podemos suponer que u — v no es cero y dividir la ecuacién anterior en el sistema:

w—v +q=0
3uv-p=0

. L, 3p .
Despejamos v de la segunda ecuacién para obtener v=—— y sustituimos esto en

3pY u
i uacion. u —| — =0. Lu , SU i
la primera ecuacién. Obtenemos u’ P +¢=0. Luego, sumando las fracciones tenemos

u
=0 y esto implica que:

6 3 3
u =27p +qu
que ”

u®=27p +qu’ =0

Les pedimos a las y los estudiantes que vean esta ecuacién por unos minutos, ;jpueden
resolverla? Si han seguido con cuidado estas ideas seguro tendran la respuesta: jhacemos

. .7 3 .7 .z
la sustitucion u” = y ! Esto reduce la ecuacidén a una ecuacion de segundo grado que podemos
resolver, de hecho obtenemos la ecuacion:

)/2+qy—27p3 =0

Y ahora es cuestiéon de encontrar los valores de
y mediante la formula babilénica. Luego hallamos u ya

3
que u = %/;, pero esto permite hallar vya que v = 2P por
u

ultimo hallamos x, ya que sabemos x =u —v . Esto permite
hallar las soluciones de la ecuacién de tercer grado
mediante las férmulas de Cardano. Un momento, ;no era
Tartaglia quién descubrio la férmula? Si, eso es cierto,
fue Tartaglia. Pero en aquella época los matematicos
no revelaban sus descubrimientos con facilidad. De
hecho, se realizaban torneos que consistian en resolver
ecuaciones de tercer grado y Tartaglia los ganaba todos
porqué tenia la férmula secreta. Un buen dia Cardano se
le acercéd y le suplicod que le mostrase su maravillosa arma
oculta. Le juré a Tartaglia que no revelaria su secreto.
Tartaglia de manera ingenua le revel6 su férmula, al
poco tiempo Cardano publicé su tratado de algebra Ars
Magna donde incluia la férmula de Tartaglia como si
fuese un descubrimiento suyo.
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Desde ese dia, la formula para resolver la ecuacién de tercer grado
se llama férmula de Cardano; aunque ya Ud. sabe cual es su historia. No se
sienta mal por Tartaglia, de hecho este personaje publicé algun trabajo de
Arquimedes como si fuera propio.

Por ultimo, las y los estudiantes deben pensar que todas esas
sustituciones hechas por Tartaglia parecen imposibles de hallar y que
son obra de una inspiracién extraordinaria. Lo que nunca sabremos son
cuantos caminos erréneos siguid Tartaglia antes de encontrar las ideas
correctas. Estamos seguro que fue un largo y doloroso proceso de ensayo y
error. Como decia nuestro gran Simén Rodriguez “o inventamos o erramos”
y en el ensayo erréneo aprendemos a superar los escollos que conducen al
camino correcto.

Ecuaciones de grado cuatro y superiores

La historia no termina aqui, pronto el matematico italiano Ferrari
encontré la férmula para resolver la ecuacion de cuarto grado. Por
supuesto que los matematicos se sentian entusiasmados. Habian logrado
en pocos anos lo que los matematicos del pasado no habian logrado en
miles de afnos. Ademas las férmulas de Cardano y Ferrari implicaban
la necesidad de trabajar (aunque de manera artificiosa) con numeros
complejos. Parecia que todo estaba servido para el siguiente gran avance:
la ecuacion de quinto grado. Aqui aparece otro italiano, Ruffini, médico
y matematico, quien demuestra que la ecuacion de quinto grado no se
puede resolver por medio de una férmula.

Vamos a entender esto. Se trata de que no podemos encontrar
una féormula que involucre a los coeficientes del polinomio, extraccion
de raices y que nos de las raices del polinomio. Por supuesto que existen
ecuaciones de quinto grado que se pueden resolver pero se trata de
resolver la ecuacién general de quinto grado:

ax’ +bx* +ex’ +dv’ +ex+ f=0

a la manera de los babilonios o de Tartaglia. Se trataba de encontrar
una férmula que en un numero finito de pasos llevase a las raices de
la ecuacién. Los matematicos descubrian que no era posible hacerlo
todo y que su ciencia tenia limitaciones. Poco tiempo después de Ruffini,
un joven genio aparecio y completé de manera magistral las ideas pioneras
de Ruffini. Su trabajo llevé a demostrar otras imposibilidades como cuadrar
el circulo o duplicar el cubo pero eso es tema para otra leccién. El joven
murié a los 20 anos estableciendo el comienzo del adlgebra abstracta, su
nombre era Evariste Galois.




Los polinomios, su factorizacion y las ecuaciones polindmicas

El Teorema Fundamental de la Aritmética afirma que cualquier niUmero natural se puede
descomponer como producto de numeros primos. Esto permite considerar los nimeros primos
como los bloques, o ladrillos, que sirven para construir al resto de los enteros. Por ejemplo, 26 = 2-13
donde 2y 13 son niumeros primos, y en general cualquier natural n se escribe como:

n=(p)" (p.)"(p)"

donde los p, i=12,...,k son ndmeros primos. Esta escritura es Unica, salvo que se cambie
el orden de los factores. De esta manera podemos calcular facilmente todos los divisores de n 'y
estudiar sus mas importantes propiedades. Para los polinomios reales ocurre una descomposicion

similar, en la que los polinomios (x—a) y los polinomios de segundo grado sin raices reales
juegan el mismo papel de los nimeros primos. De hecho, como veremos mas adelante, cualquier

polinomio p(x) se escribe como:
p(x)=(r=a) (x=a)"(r-a) 4" (x)g," (x)-," ()~ (4)

Los polinomios ¢, son polinomios cuadraticos sin raices reales, es decir, irreducibles, en
el sentido de que no los podemos escribir como un producto de polinomios con coeficientes reales

de primer grado. Estos y los polinomios del tipo (x—a) son los analogos a los nimeros primos.
La descomposicion expresada en la formula (4) es muy importante ya que permite:

. , . . . .
s~ Conocer los ceros o raices del polinomio a simple vista.

+* Permite graficar el polinomio con facilidad.

L] . . . .
1* Podemos conocer todos los divisores del polinomio.
L ]

o
L]
L 4 . . . 7 . . . .
+* Tiene gran importancia tedrica en el estudio de los polinomios.

Asi que uno de los objetivos que nos proponemos aqui es descomponer, en el marco de
los conocimientos asociados al nivel de Educacion Media, un polinomio en la forma descrita. Para

ello investigaremos cémo encontrar las raices de un polinomio y estudiaremos métodos como el de
Ruffini, con la intenciéon de calcular, rdpidamente, el cociente y el resto de una division.

Encontrar una raiz equivale a resolver una ecuacién polinédmica. Discriminaremos si las raices
de cierto polinomio son enteras, racionales, irracionales o complejas; y, ademas, estudiaremos
cierto tipo de ecuaciones llamadas reciprocas.

También trataremos la solucion de ecuaciones trascendentes, que, mediante una sustitucion
adecuada, se reducen a ecuaciones polinédmicas.
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En suma, las ecuaciones polinédmicas ofrecen a las y los estudiantes un mundo de diversas
e importantes aplicaciones de la Matematica en ciertos problemas y fendmenos del contexto, de
la naturaleza y de otras disciplinas. La tecnologia representara un apoyo medular en esta tarea.
De seguidas mostramos una brevisima lista de las herramientas que nos brinda Internet para
el estudio de los polinomios.

{Qué son los polinomios?

Un polinomio p(x) en una indeterminada x con coeficientes reales es
una expresion de la forma:

p(x)=a,+ax' +ax’ +--+ax +-+a, x"" +a,x"

donde cada a, j= I,2,...,n, es un numero real denominado
el coeficiente del término x’. La mayor potencia de x que aparezca en
el polinomio se denomina el grado del polinomio. Los exponentes de
x deben ser nimeros naturales.

Para que dos polinomios se consideren idénticos deben tener el mismo grado y todos sus
coeficientes iguales. Los polinomios pueden ser definidos con coeficientes en distintos sistemas
numéricos. Podemos hablar de polinomios con coeficientes en Z, y en este caso el conjunto de
todos los polinomios con coeficientes enteros es denotado por Z[x]. También se consideran
los polinomios con coeficientes en los racionales (Q, obteniendo el conjunto Q[x].




En nuestro caso, por la utilidad en distintas aplicaciones y en vista a la preparacién necesaria

de ustedes, consideraremos polinomios cuyos coeficientes estan en el conjunto de los nUmeros
reales R ; y el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales lo denotaremos por R[x].

Algunos ejemplos de polinomios son:

El polinomio p(x)zl—\/ix es un polinomio con coeficientes reales de primer grado, es
decir, p(x)e ]R[x], sin embargo, como recordaran, \/5 no es un numero racional, luego
p(x) =1-+/2x no esté en Q[x].

El polinomio g(x)=1-x’+2x esta en Z[x] y por consiguiente también estd en Q[x].
¢Esta g(x)=1-x"+2x en R[x]?

Las siguientes expresiones son polinomios con coeficientes reales: p(x) =l+x+x
y q(x) =x' +3x—\/§ . El polinomio p(x) tiene grado 3 y el polinomio q(x) tiene grado 4.
La expresion r(x) = l—xﬁ no es un polinomio ya que x aparece con una potencia real pero
no natural.

Los polinomios de la forma p(x):l y q(x):7, entre otros, son llamados polinomios
constantes. Su grado se define como 0.

El coeficiente principal de un polinomio es el coeficiente de la mayor potencia

de x del polinomio. El término del polinomio que no contiene x se denomina término
independiente. Los polinomios se denominan mdnicos si su coeficiente principal es 1. Asi,

p(x)=3+5x" +x* +3/2x* es un polinomio ménico.

Ustedes deben distinguir entre un polinomio y la funcién polinémica asociada a él.

Cualquier funcion esta representada por un conjunto de partida (su dominio) y una regla de
correspondencia. Asi que cuando tomamos un polinomio no podemos hablar de funcién ya que
no hemos tocado en absoluto la idea del dominio. Posteriormente, cuando hablemos de las raices
nos interesara sobremanera precisar la naturaleza de la funcién polinémica.

Actividades

D Identifiquen cudles de las siguientes expresiones son polinomios. En caso que lo sean,
indiquen su grado.

e p(x)=1+2x" tor(x)=43
e g(x)=3x" e w(x) =24

T m(x)=3x—5x5+x3+% i

s n(x) =7
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D El polinomio p(x)=x"-2ax+7 es igual al polinomio
g{x)=x"+bx’+x+3c. ;Cuantovalena, by c?

Il {Es q(x):\3/x6 —Xx++/3 un polinomio? En caso afirmativo,
icudl es sugrado?

Operaciones con polinomios

Ustedes recordaran de sus estudios de segundo afo,

que si tenemos dos polinomios p(x) y ¢(x), ellos se pueden
sumar, restar, multiplicar y dividir.

Operaciones como la adicién, multiplicaciéon y divisidon
de polinomios se estudiaron en segundo ano del nivel de
Educacion Media, asi como sus propiedades. En lo que sigue nos
concentraremos en la division de polinomios y algunos resultados
gue ya estamos en condiciones de comprender.

Division de polinomios

Sean p(x) y ¢(x) dos polinomios tales que el grado
de p(x) es mayor igual al grado de ¢(x), esta condicién es
importante si queremos dividir el polinomio p(x) por el polinomio

¢(x). El método que ya mostramos en segundo afio de Educacion
Media se conoce como division larga, similar a lo que hacemos

cuando dividimos dos niimeros naturales. Al dividir p(x) y g(x)
queremos encontrar dos polinomios ¢(x) y r(x), denominados
cociente y resto de la divisidn respectivamente, tales que:

p(x)=g(x)e(x)+r(x)

donde el grado de r(x) debe ser menor que el grado de ¢(x).
También tenemos que el grado de c(x) debe ser el grado
de p(x) menos el grado de g¢(x). Por ejemplo, al dividir
p(x)=2x*—x*+5x"+7 por ¢(x)=x*—x+3, obtenemos que:

2t = +5%° + 7= (2 = x+3) (207 +7x) +(-21x +7)

5 Verifiquen esto por calculo directo.




Tal procedimiento para dividir polinomios
es conocido como algoritmo de Euclides. Como
ya sabemos, un algoritmo es un procedimiento
secuencial para lograr un objetivo o resolver
un problema. Una observacién importante es

que los polinomios c¢(x) y r(x), tales que
p(x):q(x)c(x)Jrr(x) con el grado de r(x)
menor que el de q(x), son unicos. Para ver

esto razonaremos por lo que los matematicos
denominan reduccion al absurdo.

Supongamos que existen otros polinomios
¢, (x) y r(x), tales que:

p(x)=q(x)e (x)+r(x)

con el grado de 7 (x) menor que el de q(x).
Y ademas ¢ (x) = c,(x).

Restando las igualdades:

Obtenemos 0= q(x)(cl (x)—c(x))+r] (x)—r(x) y aqui encontramos un grave problema,

el grado de g(x)(c, (x)—c(x)) es, al menos, el de ¢(x);y el de 7 (x)~r(x) jes menor que el de
q(x)! En consecuencia, es imposible que la suma sea el polinomio nulo. Por tanto, los polinomios
¢(x) y 7(x) son tnicos.

Decimos que un polinomio p(x) de grado n es divisible por un polinomio q(x)
de grado m, n>m, siy solo si el resto de la division de p(x) por ¢(x) es cero;
esto es, si existe un polinomio ¢(x) tal que:

Si p(x) esdivisible por ¢(x) decimos que ¢(x) es un divisor o factor de p(x).
Un polinomio con coeficientes reales se dice irreducible si no puede escribirse
como producto de polinomios con coeficientes reales de menor grado. Estos
son los analogos a los numeros primos para los nUmeros enteros.




Como ejemplos tenemos:

t'a Cualquier polinomio p(x) es divisible por un polinomio constante no nulo q(X)=t. En

efecto, si p(x)=a,+ax' +a,x* +-+ ax’ +---+ a, x"" +a x"entonces:

a, a a a, . a g a
Aqui c(x)="2+—TLx'+ 207 4o —Lx 4 LT
t ot t t t t
1 El polinomio p(x)=x*-1 es divisible por el polinomio ¢(x)=x"+1. Para ver esto
2
observamos que x*—1= (xz) -1’ = (x2 —1)(x2 +1), lo que demuestra la afirmacion.
1"+ El polinomio p(x)=x"+x+1 es irreducible en el conjunto de los nimeros reales, ya que
sus raices son complejas (revisen el libro de Matematica de cuarto afo de la Coleccion
Bicentenario). El concepto de polinomio irreducible depende del sistema numérico en
el que trabajemos.

El método de los coeficientes indeterminados

Vamos a ver una manera alternativa de encontrar el cociente y el resto de la division entre
dos polinomios. Este método se basa en que conocemos la estructura de los polinomios que
forman el cociente y el resto de la division y esto nos permite calcularlos. Empezaremos con
un ejemplo y después formularemos el método en general.

Hallemos, aplicando el método de los coeficientes indeterminados, el resto y el cociente
que se obtienen al dividir el polinomio p(x)=x*-x’+x-1 por g(x)=x’-1. Escribimos
entonces p(x)=g(x)c(x)+r(x), donde el cociente debe tener grado 2, lo que permite
expresarlo como ¢(x)=ax’+bx+k.Y como r(x) debe ser un polinomio de grado a lo més 1,

tiene la forma r(x):dx+e. Por supuesto, los coeficientes a, b, k, d y e son los coeficientes
indeterminados que debemos hallar. Conociendo que p(x)=gq(x)c(x)+r(x), planteamos:

p(x)=x4 —x3+x+1=(x2—1)(ax2+bx+k)+dx+e

Ahora aplicamos la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion:

(x2 —1)(ax2 +bx-|—k)-|—a’x+e:a)c“+bx3 +h?—ax*—bx—k+dx+e

=ax* +bx’ +(k—a))c2 +(d—b)x+e—k
Luego, igualando:

ax* + bx’ +(k—a)x2 +(a’—b)x+e—/’c:x4 —x*+x-1




Recordemos que dos polinomios son iguales si, y solo si, sus
coeficientes son iguales. Por tanto, debe ocurrir que:

a=1, b=-1, k—a=0,d-b=1, e—k=-1

Observen de las cinco ecuaciones algunas ya estan resueltas.
Como k—a=0, entonces k=1, y luego, e debe ser 0. Finalmente,
como d-b=1y b=-1, entonces d=0. Asi, c(x)=x>-x+1y
r(x)=0. Hemos mostrado que el polinomio p(x)=x"-x’+x-1
es divisible por el polinomio g(x)=x*-1.

El método de los coeficientes indeterminados se basa en
conocer la estructura, en funcién de ciertos pardmetros, que debe
tener un objeto matematico y usar la misma para determinar
los parametros indeterminados.

Otro ejemplo: afirmamos que el polinomio x*+1 no es
divisible por polinomio alguno de primer grado que esté en R[x].
Veamos esto, supongamos que existe un polinomio de grado 1, x—a,
con a un numero real, que divide a x* +1, es decir,

xz+1:()c—a)(cx+a’):cx2 +dx—acx—ad

Luego, c=1, d—ac=0, —ad =1. Asi, d=a y luego —a’ =1.
Pero esto es imposible en los reales, y por ende, no puede existir
tal polinomio.

Este ejemplo demuestra que el concepto de divisibilidad
depende de manera decisiva del sistema numérico donde tomemaos
los coeficientes del polinomio. En los complejos es posible escribir
x*+1=(x—i)(x+i),donde i es la unidad imaginaria.

Un ejemplo mas. Consideremos la funcién racional (cociente
entre dos polinomios):

x+5

x’ -4

Escribiremos esta expresion como la suma de funciones
racionales mas simples. Solucién: sabemos que x* —4=(x—2)(x+2).
Ahora podemos suponer que:

x+5 A B
24 +
x -4 x+2 x-2
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Sumamos las fracciones que estan a la derecha de la igualdad, obtenemos un polinomio
de grado 1 en el numerador y el denominador sera:

(x+2)(x—2) =x’—4
Veamos:

A(x—2)+B(x+2)
x*—4

Por ello A(x—2)+B(x+2)=(4+B)x-24+2B=x+5.Y la definicién de igualdad de
polinomios implica aqui que:

A+B=1
—2A4+2B=5
: : . 7 3
Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos que B = 7 y A= s
Actividades
L 2x+1 . . .
D Descompongan la fraccion ———————— en una suma de fracciones simples por el método

(x - 1) (x + 2)
de los coeficientes indeterminados.
2

12 Determinen 4 y B para que el polinomio x* + Ax+ B sea divisible por (x—2)

'@ El resto al dividir un polinomio p(x) de grado mayor o igual que 3 por x—2 es 5.Y el resto
al dividir el polinomio por x + 1 es 3. ;Cual es el resto al dividir el polinomio por (x—2)(x+1)?




Las raices de un polinomio

Division por x —a, el teorema del resto y factorizacion de un polinomio
Un caso importante de la division entre polinomios es cuando el divisor es un polinomio de

primer grado: x — a. Este es el momento oportuno para considerar funciones polinémicas definidas
en el campo de los nimeros reales.

Una funcion polinémica real p(x) es una funcién, cuyo dominio es el conjunto
de los numeros reales, que a cada numero real x le asigna el numero:

p(x)=a,+ax' +ax’ +---+ajxj+~~-+an_1x”7] +ax"

donde el OliIIOIIIiO p\X)=aq, +ax1+ax2+---+a.xj+---+a_x"7]+ax" tiene
0 1 2 J n—1 n
coeficientes reales.

El conjunto de llegada de la funcién p(x) es el conjunto de los numeros reales. En
notacion funcional:

p:R>R

p(x)=ay+ax' +ax’ ++ax +--+a, x"" +a,x"

Existen ciertos valores distinguidos en el dominio de la funcién polinémica, denominados
las raices del polinomio.
Un nimero real x, es una raiz del polinomio:
_ 1 2 J n-1 n
p(x)=ay+ax' +ax’ +--+ax +--+a, x"" +ax

si,y solosi, p(x,)=0, es decir, X, es una raizde p(x) si, y solo si, x,
es solucion de la ecuacion:

1 2 Jo. n—1 n __
a,+ax +ax +--+ax’ +--+a, ,x"" +a,x" =0

Veamos algunos ejemplos.

L . . . , ., e . .
'+ Elpolinomio p(x)=x”+4 no tienes raices reales ya que como funcién polinémica verifica
que p(x)> 0 para cualquier real x.
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tla Las raices del polinomio p(x)=x3—x se calculan de la siguiente forma: factorizamos

X —x= x(x2 —1) .Luego debemos resolver la ecuacion x(x2 —1) =0.Por tanto, las raices de
p(x)=x"-x son x=0, x=11

1" Un resultado del Cdlculo demuestra que cualquier polinomio de grado impar debe tener
al menos una raiz real. El resultado es falso para polinomios de grado par (como pueden
advertir después de pensar brevemente).

Les proponemos la actividad que sigue:

.~ Para cualquier grado par, construyan un polinomio que tenga ese grado y que no tenga
raices reales.

Geométricamente, una raiz representa la interseccion del gréfico de la funcién polindmica
real con el eje x.

Grdfico 1. La curva corresponde a la funcién polinémica real p(x)=x’—1

Observen que x = 1 es una raiz del polinomio dado y es, de hecho, la Unica raiz real de éste.




Una observacion elemental derivada del algoritmo de Euclides es que si dividimos
un polinomio p(X) por un polinomio de la forma x—a, entonces el resto debe ser un polinomio
de grado 0, es decir, el resto es un polinomio constante que llamaremos r. Luego, aplicando
el algoritmo de Euclides debemos tener:

p(x)z(x—a)c(x)+r

Evaluando la igualdad en x=a, obtenemos p(a)=(a—a)c(a)+r=r. Esto es, el valor
del resto es p(a). El resultado es notable y se conoce como el Teorema del Resto. Vamos
a enunciarlo de manera explicita para resumir nuestra discusion.

Gridfico 2. Una pantalla de software Geogebra

Teorema del resto

Si dividimos un polinomio p(x) por un polinomio de
la forma x—a entonces el resto es p(a)

Una aplicacién importante de este resultado es que nos da un criterio de divisibilidad
por x—a.

Recordamos que un polinomio p( ) es divisible por x—a si el resto de la divisién es
el polinomio constante 0, pero entonces p a) 0. El argumento se puede invertir demostrando

que p(x) es divisible por x—a si, y solo si, p(a)
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Un polinomio p(x) es divisible por x—a si, y solo si, p(a) =0. Esto es

equivalente a decir que a debe ser una raiz del polinomio p(x) y también
equivale a decir que el numero a debe resolver la ecuacién polinédmica:

p(x)=a,+ax +a,x’ +otax’ +oota, X" +a,x" =0

Mostremos algunos ejemplos.

Para hallar el coeficiente k en el polinomio p(x)=1+kx—3x*+x’ de manera que
sea divisible por x+2, razonamos como sigue. Debe cumplirse que p(—2)=0; pero

p(-2)=1-2k—12-8=0.Resolviendo esta ecuacion en k se tiene que k = -

Un hecho importante derivado de lo que hemos discutido hasta el momento es que si
tenemos un polinomio de grado n, éste puede tener a lo mds n raices reales. No estamos afirmando
que tales raices existan pues sabemos que hay polinomios que no tienen raices reales, lo que

decimos es que si p(x) es de grado 3, por ejemplo, entonces p(x) tiene a lo sumo 3 raices. Veamos
el porqué. Supongamos que p(x) tiene grado n, con n mayor o igual que uno. Si p(x) no tiene

raices entonces el resultado es cierto ya que 0 <1 <n. Si p(x) tiene al menos una raiz a entonces
sabemos que:

p(x)=(x-a)p(x)

dondeelgradode p,(x) esn—1.Lasraices restantes de p(x),de existir, deben estar en el polinomio
P (X) .Si Py (X) no tiene raices reales el resultado es cierto; pero si P (X) tiene una raiz, digamos
b, entonces p,(x)=(x—b)p,(x).Con lo cual:

p(x)=(x=a)(x=0)p,(x)

conelgradode p, (x) igual a n—2. El quid del argumento es que los polinomios p, (x), §2) (x),
forman una sucesion de polinomios de grados estrictamente decrecientes, luego tenemos dos
posibilidades mutuamente excluyentes:

*’s Eventualmente encontraremos un polinomio p, (x) con k < n que no tiene raices
y el resultado es cierto, ya que en ese instante tendremos k — 1 raices.
*ls El proceso se detiene en exactamente n pasos cuando conseguimos un polinomio

constante p, (x) y en este caso habremos reunido 7 raices y el resultado es cierto.

En cualquier caso habremos demostrado nuestra afirmacion.




No hemos descartado la posibilidad de que algunas de las raices que vamos encontrando
en el proceso descrito antes sean igualss. Si una raiz a se repite diremos que a es una raiz multiple.
Cuando esto ocurre, el término (x—a) ,conalgun k> 1, divide a p(x) y luego:

p(x)=(x=a) q(x)

donde asumimos que s es el mayor exponente admisible en esta forma de escribir p (x) Luego,ano
puede ser raiz de q(x). (Pueden decir el porqué de la ultima afirmacion? El nimero s se denomina
el orden de la raiz. Repitiendo estas ideas con las raices de q(x), llegamos a la importante
factorizacion de un polinomio p(x).

. . . 1 2 j -1 .
Cualquier polinomio p(x)=a, +ax' +a,x* +--+ax’ +---+a, x""' +a,x" con coeficientes
reales puede ser escrito como:

p(x)=a,(x=x)" (x=x)"(x=x)" ¢(x)

donde el polinomio ¢(x) no tiene raices y losx,x,,...,x,sonlasraicesde p(x) con érdenes

S, 8, ..., 5, respectivamente. Ademas, el polinomio q(x) se escribe como producto de
polinomios cuadraticos irreducibles en los reales. Si el polinomio tiene # raices reales (con
algunas repetidas) x, x,, ..., x,, el polinomio se factoriza como:

p(x)=a,(x-x)" (x—x,)" - (x=x)"

Esta descomposicion es muy importante ya que las caracteristicas y comportamiento del
polinomio quedan expuestas y facilita tremendamente los calculos. Una pregunta que podemos
hacernos es: ;como encontramos las raices del polinomio y la descomposicion anterior?

La respuesta a esta pregunta no es trivial y escapa de la Matematica contempladas en
el nivel de Educacion Media. Trataremos de dar algunas indicaciones de cobmo lograrlo en nuestras
dos proximas secciones.

En este punto les proponemos que:

« Comprueben que el polinomio p(x)=x’—-3x*—-4x—12 es divisible por los polinomios
x+3yx+2.
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El método de Ruffini

Ruffini establecié un util algoritmo para calcular el cociente y el resto cuando dividimos por
(x—xo).Vamos a explicar como trabaja y luego justificaremos su idea. Supongan que queremos
dividir p(x)=x"-3x"+5x* -=7x+9 por (x-2).

Colocamos entonces los coeficientes de p(x) en -3 5 -7 9

un arreglo como el que indicamos. Si alguna potencia 2

de x falta colocamos un cero. El dos que tenemos al
margen izquierdo proviene del término (x—2)

IS =l

Y El primer paso consiste en colocar el 1 bajo la linea |_. 2

I__

—_ — —

Posteriormente multiplicamos el 2 por el 1 -3 5 -7
(el que esta bajo la linea) y lo colocamos 2—>2 -2 6 -2
debajo del —3. Ademas, sumamos —3+2 = —1 |_. L
y lo escribimos bajo la linea
1= |
1 -3 5 -
Ahora multiplicamos el -1 por 2, escribimos el 242> -2 6 -2
resultado bajo el 5, y calculamos 5-2 = 3. Este
. . . I ~-1 3
r resultado se escribe bajo la linea F
1= =

»

2D 2D
2 =27 -

Reiteramos este proceso pero ahora con el 3: 1o 27
multiplicamos por el 2, escribimos este resultado |—'

bajo el -7, y calculamos —7+6 = —1

=

1 -3 5 - 9
Finalmente, multiplicamos —1 por 2, lo escribimos ) — 6> —
bajo el 9, y calculamos 9-2 = 7. El cual copiamos =
|_. bajo la linea |_. 1 -1 3 =1
1= |




El resto de la divisién corresponde al ultimo término, es decir, al que aparece después

de la linea, en nuestro caso 7. El polinomio cociente c(x) esta determinado por el resto de
los coeficientes que aparecen en la ultima fila, tomados como coeficientes del cociente escrito con
potencias de x decrecientes. En este caso:

c(x)zx3 —x*+3x-1

Una observacion muy util es que el método de Ruffini nos da una manera alternativa de
evaluar p(2)=2"-3-2°+5-2-7-249=16-24+20-14+9=7.

Demostremos esto de manera general viendo el recorrido que hace x, cuando aplicamos
el método de Ruffini. Lo primero que hacemos es bajar directamente a  para obtener k =a ,
multiplicar a, por x, y sumarlo con a — 1, obteniendo &, =a,x, +a,_, . Esto lo volvemos a multiplicar

2 . .
porx,y le sumamos a —2 para obtener: k, =a, (xo) +a, ,x,+a,,.Alaplicar el proceso veces, con

j menor o igual que 1, obtenemos: &, =a, (x, )j +a, (X, )j_1 +o4a,
Cuando el parametro j toma el valor n se obtiene:
k,=p (xo)
Observen también la relacién recursiva:

k. =xk; T4, (u)
Asi, hemos demostrado que el resto obtenido al aplicar
el método de Ruffini corresponde a lo que debemos obtener, esto

es p(x,). Los coeficientes del cociente deben estar claro al estudiante
si este realiza la division larga por (x—xo), observando con cuidado
cdmo calculamos cada coeficiente del cociente. De hecho, hacemos lo
mismo que hicimos al aplicar el método de Ruffini.

Actividades

‘D Consideremos la funcion polindmica p(x)=x"—5x"+9x+8.
Usando el método de Ruffini hallen p(-3).

1D para calcular p(x,), ¢es mdas econémico hacerlo por
el método de Ruffini o por evaluacién directa? La pregunta requiere
que estimen cudntas operaciones de suma y multiplicacion deben
realizar en cada uno de los casos. Si tienen una potencia n-ésima de
x,deben contar esto como n multiplicaciones.
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Una pregunta natural es jcomo dividimos p(x) por

b
ax—b ? La forma mas sencilla es dividir lp(x) por (x——j es
aplicando Ruffini. Asi, a a

lp(x):(x—éjc(x)+r

a

de donde p(x)za[x—%jc(xﬁar =(ax—b)c(x)+ar.

Discutamos algunos ejemplos.

Hallemos el cociente y el resto de dividir el polinomio

3x* —4x+5 por 2x+1.

Solucion: dividimos el polinomio dado por x+5 (de
acuerdo al método de Ruffini).

%)

|

(98}
|
[y [o8)
|
.z=|:
W
w

; 2 13
El cociente es entonces 3x" ——x——
2 4
Y el resto es 2-—22
8 4

Método de Horner

En muchos casos interesa escribir un polinomio p(x) en términos de potencias de (x — a)
en lugar de potencias de x. Esto se logra de manera sencilla mediante la iteracién de divisiones por
(x — a) hechas por el método de Ruffini. Si el polinomio tiene grado n debemos hacer n divisiones.

Exponemos el método sin mucho formalismo mediante un ejemplo.

Escribamos el polinomio p(x)=3x"+2x*+x—1 como potencias de x 1.




Volvamos a aplicar el método de Ruffini para dividir
3x* +5x+6 por x—1 y obtenemos:

302 1 -1
1 35 6

35 6
1 308

38 [14]

Obtenemos como cociente 3x+8 como de resto 14.
Nos queda todavia una divisién sintética por realizar:

302 -1
1 3 6
3

—
B[00 & |k —

(98]
—
— | | W o | W W

Luego, p(x)=(x—1)(3x" +5x+6)+5.
p(x):(x—l)[(x—l)(3x+8)+l4]+5

=(x=1)[ (x=1)(3(x=1)+11)+14]+5

Ahora expandimos esta expresion:
p(x)=3(x=1) +11(x=1) +14(x—1)+5

Noten que:

Los coeficientes del polinomio en (x —a)
son los restos que vamos obteniendo
al aplicar el método de Ruffini, salvo
el coeficiente principal que es el cociente
de la ultima division.




Actividades

D Expresen el polinomio p(x)=x"-1 como potencias de x—1.

D pemuestren que si a es unaraiz del polinomio p(x), entonces si escribimos p(x), aplicando
el método de Horner, como potencias de (x—a), debemos tener que:

p(x)=k, (x—a) +k,_, (x—a)" ++k (x—a)

Buscando las raices enteras

Algunos de los problemas propuestos a las y los estudiantes tienen soluciones facilmente
calculables y, sin duda, ello representa cierto beneficio.

Cuando trabajamos con polinomios con coeficientes enteros muchas veces por inspeccion

podemos encontrar una raiz a y al dividir por (x—a) encontramos un polinomio de grado menor
y por ende mas sencillo de estudiar. Pero quisiéramos hacer ese proceso de busqueda lo mas
sistematico posible. Tomemos el polinomio.

p(x)zx3 —3x" —12x+36
Y supongamos que el entero a es una raiz de la ecuacion, entonces debemos tener que:
a —-3a’-12a+36=0
Entonces:
36=a(-a" +3a+12)
Es decir, el entero a debe dividir a 36. Pero los divisores de 36 son facilmente calculables,
de hecho el estudiante aprendié a hacer esto en primaria. Los divisores primos de 36 son 3y 2,y

36=3"- 2%, luego la lista de divisores es 1, -1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,9,-9,12, -12,18, —18, 36
y 36. Por otro lado, si a es una raiz del polinomio de p(x)=(x—-a)c(x) entonces:

p(l):1—3—12:(l—a)c(1)




De donde (1—a) debe dividir a —14. Verifiquemos algunos de los divisores de —36 para ver
si son raices.

Estudiemos el caso x = 3. vemos que 1-3 = -2 es un divisor de —14 y lo debemos chequear.

Luego 3 es raiz del polinomio ya que el resto de la divisiéon es 0. Pero hemos obtenido
también el cociente de la division, esto es:

p(x)= (x2 —12)(x—3)
Pero las raices de x* —12 son ix/ﬁ, luego:

p(x):(x—\/ﬁ)(x+x/ﬁ)(x—3)

Entonces, para encontrar las raices enteras de un polinomio con coeficientes enteros
debemos seguir el siguiente algoritmo:




Actividades
4 9

D Factoricen cada uno de los siguientes polinomios p(x)=1-x+x>-x’, g(x)=x"-
r(x)=x’—6x+4, m(x)=x"-9x’ - 7x*+27x-18.

a Listen las posibles raices racionales de p(x) =18x’ +27x* —2x-3. Apliquen el método de
Ruffini para investigar cudles de ellas son raices. Ademas, factoricen el polinomio.

D Demuestren que J3 es un nimero irracional. Sugerencia: investiguen las raices enteras del
polinomio x> —3 y atiendan a las ideas del proyecto anterior.

:!} Demuestren que 5 esirracional.




Buscando las raices complejas

Las raices complejas de un polinomio 4
con coeficientes reales presentan una propiedad
muy interesante. Recordemos que si z=a+bi es
un numero complejo, entonces su conjugado —

es z=a—bi, es decir, la parte real del complejo

z permanece igual pero la parte imaginaria le

cambiamos de signo. El efecto geométrico de B

tomar el conjugado de un complejo equivale a |

hacer una simetria respecto al eje x como lo indica

el grafico 3. Grdfico 3. El complejo 1+i y su conjugado 1-i

La operacion de conjugado verifica las propiedades siguientes.

Propiedades de la operacion de conjugacion de un complejo:
Para complejos z, w cualesquiera, se verifica que:

Dziw=z+w
Dw=zw
D:-:

#) Siz es real, entonces z=z.

Les invitamos a verificar estas propiedades. La ultima debe ser clara ya que un nimero
real tiene parte imaginaria nula. Por otro lado, si pensamos geométricamente, la propiedad 3 es
inmediata pues al hacer dos veces la simetria respecto al eje x regresamos al punto de partida.
Supongamos ahora que z, es una raiz compleja del polinomio p(x) con coeficientes reales, luego:

_ 2 J n—1 n _
p(x)=ay+azy+az) ++az’ +-+a, 2" +a,z" =0

Tomando conjugados a ambos lados y aplicando las propiedades de la tabla vemos que:

_ 2 J n-1 n _
p(x)=ay+azy+az ++az/ +--+a, 2" +a,z" =0




Por tanto:

_ 2 J n—1 n o__
p()c)—ao+alzo+azz0 +etazy ++a, 2" +a,z" =0

y luego, observando que los coeficientes a, son nimeros reales, llegamos a:

_ 2 j n—1 n o__
p(x)—a0+alzo+azzo +etazg +ta,,z) +a,z) =0

F Asi, z, esuna raiz del polinomio p(x).
Como ejemplo tenemos:

. . . 2 4 , .
Consideremos el polinomio p(x) =1+x"+x" ybusquemos sus raices. Haciendo
el cambio de variable y = x*, obtenemos la ecuacién 1+ y + y*> = 0. Al resolverla (hagan

1430

los calculos correspondientes) se tiene que y :T' Asi, las raices son complejos

conjugados. Ellas se escriben de forma polar como y =cis 120°, cis 240°. Sus raices
cuadradas son cis 60°, cis 240°, cis 120°, cis 300°, y en forma bindmica son:

1 V3. 1 B.1 3.1 3.

2 22

Para factorizar el polinomio, escribimos:

e S

Fijense que, y esto es muy importante, los pares donde aparecen las raices
conjugadas dan origen a los factores cuadraticos irreducibles. Veamos esto con
un ejemplo:

e T S

2
£

2

I
VR
=
+
N | —
N

[}
|
VR

1]2 3
=l x+=| +=
2 4
=x"+x+1




Este ultimo polinomio, de grado 2 (cuadratico), no puede descomponerse como producto
de polinomios reales de grado 1. jPor qué?

Los factores cuadraticos irreducibles en la factorizaciéon de un polinomio
real cualquiera, vienen del producto de dos polinomios de primer grado
con raices imaginarias conjugadas.

_.~ Factoricen el polinomio p (x) = x* +2x* +1 en términos de factores cuadraticos irreducibles.

L Factoricen el polinomio p(x)=3x"+3x’-3x>+3x-6 en términos de primer grado
y cuadraticos irreducibles.

Buscando las raices irracionales

Sabemos que en R la“expresién conjugada”de 3++/3 es 3-43. Asi, al multiplicar:
(3+43)(3-+3)=3"~(v3) =9-3=6

las raices se destruyen y obtenemos una expresion racional.

Encontramos aqui una situacién similar a la que encontramos cuando aparecieron las raices
complejas: si tenemos un polinomio con coeficientes enteros y tiene como raiz una expresion

de la forma d+m~/n, donde d y m son numeros racionales y n es un numero natural entonces
d-m/n debe ser una raiz también. La razén es sencilla, esas expresiones provienen de
las soluciones de la ecuacién de segundo grado ax’ +bx+c=0:

—i+L\/b2—4ac y b1 b* —4ac

2a 2a 2a 2a

ijQue son expresiones conjugadas una de la otra! Si multiplicamos:
(x—(d+mx/;))(x—(d—m\/;))=(x—a’)2 —(mx/;)z =(x—d)2 —m’n

este polinomio tiene solo coeficientes racionales.




Si un polinomio con coeficientes enteros o racionales admite una raiz
irracional de la forma a+b\/z donde g, b, ¢ son numeros racionales,
entonces debe admitir una raiz de la forma a—b\/z.

_L= En unos apuntes matematicos de un gran ingeniero, se encontrd una misteriosa ecuacién
clbica: x*—2x*+6x—?=0. En ésta, los signos de interrogacion eran coeficientes ilegibles por

manchas de tinta. Sin embargo, mas abajo se leia x=1, x=7?, x=2+2 y Se supuso que eran
las raices. j;Pueden encontrar la ecuacion que resolvié este ingeniero y todas sus raices?

Clases especiales de ecuaciones y sus soluciones

Ecuaciones Reciprocas

En Matematica siempre buscamos explotar la simetria de las expresiones. Ella permite

realizar simplificaciones notables y revela propiedades interesantes. Ciertos polinomios p(x) de
grado n verifican la interesante propiedad que:

Tales polinomios los llamaremos polinomios reciprocos.

. - s a2 , 1) _r()

Por ejemplo, el polinomio p(x)=2x +3x"+3x+2 es reciproco ya que p| — |=—5".
.z X X

Expongan ustedes los detalles de esta afirmacion.

Desde un punto de vista practico, lo que debemos observar para tener un polinomio

reciproco de grado impar es que los coeficientes de los términos simétricos respecto al centro del
polinomio sean iguales.

2x° +3x% +3x+2

Tt 17

El polinomio p(x)=3x"+4x’ —14x* + 4x+3 es reciproco. En el caso de tener un polinomio

de grado par, verificamos que los términos que equidistan del término central —14x* tienen
coeficientes iguales.

3xt+4x° —14x* +4x+3

.t 17




Aqui hay algo muy interesante: si tomamos la funcién
g(x)=—, definida sobre todos los reales distintos de 0, esta verifica
x

que g(—1)=-1.Es decir, el valor —1 queda invariante al aplicarle
la funcién (los matematicos dicen que tenemos un punto fijo de

la funcién g. Luego, si p(x) es un polinomio reciproco de grado
impar, entonces:

Asi, p(—1)=—p(-1) y esto implica (ustedes deben decir

por qué) que —1 es una raiz del polinomio p(x). Apliquemos esto
en el siguiente ejemplo.

Consideremos la ecuacion de grado tres:
2%’ +3x° +3x+2=0

Los términos equidistantes al centro tienen iguales
coeficientes. Luego el polinomio 2x’ +3x” +3x+2 es reciproco y
de grado impar, —1 debe ser raiz de éste. Entonces, para calcular
las raices restantes podemos aplicar el método de Ruffini y dividir
por x+1.

2 3 3 2
-2 -1 =2

‘212@

El cociente de la division es el polinomio cuadratico

c(x) =2x* +x+2 (que no tiene raices reales, verifiquen esto). Sus
raices complejas son:

S e I e Y
4

4

-1

Vamos a discutir brevemente qué hacemos en el caso de
un polinomio de grado par y reciproco. Un resultado muy util
derivado de la relacion:




Es que si a es una raiz de p(x) y p(a)=0, entonces
— debe ser raiz también. Para ver esto evaluemos a en
a
la expresion anterior y obtenemos :

Tomemos la ecuacion 3x*+4x’ —14x> +4x+3=0.
Dividamos por x? toda la ecuacion anterior:

3(x2+i2j+4(x+lj—14=0
X X

Esto induce a considerar el cambio de variable:

1
y=x+—
x

2
1
Y como (x+lJ =x’ +L+2, entonces x” +— =y’ -2,
X

2
X X

Asi, la ecuacion se escribe como 3(y2 —2)+4y—14 =0, quees

equivalente a:

3(y7)+4y-20=0

Resolviendo la ecuacion mediante la formula de
o 10 )
los babilonios, hallamos que y=2 e yZ—?. Para terminar

de resolver la ecuacion devolvemos la sustitucion:

1
X+—=2 ytambién x+l:—m
X X 3

Vamos a resolver la primera ecuacion (le dejamos
1
la segunda a ustedes). Si x +— =2, eliminamos el denominador
X
multiplicando a ambos lados por x y obtenemos x* +1=2x
gue tiene como solucién Unica x = 1. Recuerden encontrar
las soluciones restantes.




Actividades

) Resuelvan la ecuacién 6x° +11x* —33x° =332 +11x+6=0.

D Resuelvan la ecuacion 150x* —95x* —686x> —95x+150=0.

Ecuaciones trascendentes

Muchas de las ideas que hemos discutido son aplicables a ecuaciones no polinémicas e
involucran funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales. Estas funciones se denominan
trascendentes, de alli la denominacién de estas ecuaciones. La idea basica es hacer un cambio de
variable que permita llevar, la ecuacion considerada, a una ecuacion polinémica y aplicar nuestro
trabajo previo para resolver esta. Luego devolvemos la sustitucién para obtener las soluciones de
la ecuacién original.

Por ejemplo, resolvamos la ecuacion 3** —2-3** +2-3* —1=0. En primer lugar, reescribimos
la ecuaciéon como:

3 2
(3) -2(37) +2:3*-1=0
Debe ser claro que la sustitucion y=3" convierte la ecuacidon en una ecuacidén
polindmica, explicitamente :

Y =2y*+2y-1=0 (A)

Esta ecuacién es polindmica con coeficientes enteros. Como primera posibilidad buscamos
las posibles raices enteras de la misma. En este caso solo pueden ser 1 o —1 (que son los divisores
de 1).

Aplicamos el método de Ruffini y dividimos por y — 1 para verificar si 1 es una raiz.

I -2 2 -1

Luego y = 1 es una raiz de la ecuacion (4). Para hallar las restantes raices vemos que
el cociente de la division que hicimos por el método de Ruffini es x’—x+1. La ecuacién
x*—x+1=0 notiene raices reales, asi que la Unica solucion real de nuestra ecuacién la obtenemos
al resolver, devolviendo la sustitucion, la ecuacion 3" =1. Ustedes sabran que ésta admite solo
una solucién, x =0.

B
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Veamos otro ejemplo sobre ecuaciones trigonométricas. Resolvamos la ecuacion

12sen’x—25senx+2cscx+1=0. Recordemos que cscx = . Sustituyamos en la ecuacion

senx
la férmula anterior y eliminemos los denominadores multiplicando todo por sen x. Asi, tendremos
que 12sen’x—25sen’ x +2+senx =0. Siguiendo nuestro primer ejemplo, cambiamos la variable
y = sen x. La ecuacion se lee ahora como 12y° —25y” +2+ y =0, la cual es una ecuacién cubica que
tiene coeficientes enteros. Ensayamos con los divisores de 2, éstos son 1, —1, 2, —2. Al ensayar con
cada uno de los valores dados, concluiremos que solo el 2 es solucion de la ecuacion. Esto permite
aplicar el método de Ruffini para encontrar un polinomio cuadratico mas sencillo de estudiar:

12 =25 1 2
2 24 -2 -2

12 -1 -1 o]

1 1
El polinomio que obtenemos es 12y”> —y—1 que tiene como soluciones 3 y — 7 hagan

ustedes los calculos. Entonces, al devolver la sustitucidon debemos resolver las ecuaciones:

1
senx=2, senx :g, senx=——

4

La primera posibilidad la descartamos por ser imposible ya que el seno de un angulo
cualquiera no puede exceder el nimero 1. El grafico de la funcién seno demuestra que sus valores
estanentre—1y 1.

Las otras posibilidades si son factibles, y de hecho, generan infinitas soluciones cada una
de ellas.

Antes de proseguir, les hacemos una "
pregunta: jen qué cuadrantes el seno es positivo?

Si o esunangulo en el primer cuadrante cuyo seno

1 . .
sea — por periodicidad de la funcién seno entonces
X=a+2kr es un conjunto de soluciones de
la ecuacién, k=1, 2, ... Ademas, si S es un angulo

en el segundo cuadrante cuyo seno sea l,
entonces x=f+2kr,k=1,2,..esotro conjunt%)
de soluciones. Dejamos a las y los estudiantes
completar los detalles del caso go x = 1 Grdfico 4. La funcién sen x

Consideremos un ejemplo para una ecuacion logaritmica. El procedimiento es muy similar
alo hecho en los dos casos anteriores. Consideremos la ecuacion:

(lnx)4 —6(lnx)2 +5=0




Cambiamos la variable colocando y =/nx. Entonces, la ecuacion en la nueva variable se
transforma en:

y*—6y"+5=0

Deben ver la proxima idea claramente: un nuevo cambio de variable que convierta
la ecuacion en una cuadratica estd a la orden, u = )2 Lo cual lleva a la ecuacién u”> —6u+5=0, que

tiene las soluciones u = 1y u = 5. Ahora, devolviendo el cambio de variable u =y’ =y = J_r\/;,

obtenemos y= +/1 e y= +/5. Por Ultimo, devolviendo el primer cambio encontramos
las soluciones de nuestra ecuacion. Como y = /[nx implica que x = ¢’, entonces:

-1 _
xX=e,x=e ,xzeﬁ,xzeﬁ

—~Resuelvan cada una de las ecuaciones que siguen:

e 87 -7(47)+14(27)-8=0 the I’ x—6In* x+11Inx—6=0

i
*

8cos'x—4cos’x—10cos’x+3cosx+3=0

Actividades

D Demuestren que Jn es irracional a menos que n sea un cuadrado.

D Demuestren que si un polinomio con coeficientes reales y reciproco admite al complejo i
como raiz, entonces debe admitir a—i como raiz.

'@ Demuestren, aplicando el método de Ruffini, que p(x)=x"—da" siempre es divisible
por x — a.

!} Resuelvan la ecuacién cos*x —cosx=0 .
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9' Un polinomio se llama par si ocurre que |
p(x)=p(-x). Por ejemplo, p(x)=x"-3x"-6.
La condicién p(x) = p(—x) implica que la grafica ]
de tal polinomio es simétrica respecto al eje y (ver !.-"
grdfico 5).Si tenemos un polinomio ménico par de ‘
grado 4, con raices 1, -2. ;Pueden decir cudl es el

polinomio?
Grdfico 5. p(x)=x*-3x"-6

1] Si un polinomio es par y admite como raiz el nimero real a, demuestren que debe admitir
como raiz el nimero real -a.

I’ iSera cierto que en un polinomio p par solo aparecen potencias de x pares?

® Factoricen el polinomio p(x)=4x"+32x° +93x° +105x* - 72x* ~16x +16 .

£ )] Un polinomio se llama impar si ocurre que P(x) = P(—x). Por ejemplo, p(x) =x’ esimpar.
Demuestren que 0 es siempre una raiz de un polinomio impar cualquiera.

ﬂ Hallen el valor del parametro m para que el polinomio p(x) =2mx’ —2m’x+1 sea divisible
por x+1.




Las matrices y los codigos cifrados

La Matemdtica resulta fundamental para cifrar mensajes, es decir, para
codificar o encriptar informacién. Son muchas las actividades humanas que requieren
proteger ciertos datos, tal es el caso de las transacciones electrénicas, las claves en
las tarjetas emitidas por la banca nacional, en el acceso a los correos en linea,
en temas neurdlgicos de la politica exterior y en tantos otros. En realidad son
incontables las formas de encriptar mensajes, una de éstas tiene que ver con
las matrices, concepto que sera central en esta leccién. Ya en el libro de Matematica
de segundo afno del nivel de Educacion Media de la Coleccion Bicentenario,
incursionamos en esta importante area tan necesaria en la modernidad, en especial
en la leccién titulada Datos encriptados, aunque en esa ocasion se empled la idea de
la division de polinomios.



Veremos entonces coGmo, con apoyo en las matrices, podemos cifrar un mensaje de manera
que solo pueda ser entendido por el (o la) destinatario(a), ain cuando sea interceptado el cifrado
que se envie.

Pero, ;qué es una matriz?

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros reales dispuestos en m filas y n
columnas (m,n € N) , lo cual puede denotarse como sigue:

a, 4dp - 4, | <—
A= Ay Ay @, | Filas d A
= - ilas de matriz
<
aml amZ e amn <

1 1

Columnas de la matriz A

donde g; es un elemento de la matriz A situado en lafilaiy en la columna;.

La dimension de una matriz estd determinada por el nimero de filas y columnas
de la misma. En este caso, 4 tiene dimensiéon mxn .

Tipos de matrices

Matrices Cuadradas: éstas tienen igual numero de filas que de columnas (m=n).

El conjunto de todas las matrices cuadradas con 7 filas y columnas se denota M, (R) o M, (R).
Por ejemplo, son cuadradas las matrices:

29 4 7 25
4 5 2
2 1 51 5 14
B= eM,, C=|0 4 5|eM,, D= eM,,
1 -2 2 10 1
1 2 8
4 315 0

En cada caso, hemos indicado su dimension.

En las matrices que les presentamos se distinguen lo que se conoce como diagonal principal
y diagonal secundaria.
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La diagonal principal consta de los elementos de la forma
a,es decir, de todos los elementos desde a,, hasta a,.ladiagonal
secundaria abarca los elementos de la forma a, donde
i+ j=n+1, esto es, los elementos en la diagonal desde a, hasta
a .Enlas matrices que siguen hemos destacado enrojo la diagonal
principal, y en azul, la secundaria.

Matrices Triangulares: éstas verifican dos condiciones, son
cuadradas y, ademas los elementos “bajo” la diagonal principal
son nulos, a; =0 si i>j. En tal caso se dice que es una matriz
triangular superior. O bien, los elementos “sobre” la diagonal
principal son nulos,a, =0 sii<j. En este caso se dice que es una

matriz triangular inferior.

Yo 1 2

G=| 0 -3 & |estriangular superior.
0 0 8
—-e 0 0
H=|1 1 0] estriangularinferior.
-3 4 e

Matrices Diagonales: son matrices cuadradas en las que
todos los elementos fuera de la diagonal principal son ceros.

2 0 0 0

0O -3 0 0
J=

0O 0 10 O

0O 0 0 =5

Matriz Unidad o Matriz Identidad: es una matriz diagonal
cuyos elementos en la diagonal principal son todos 1. Se denota
como /o Id:

0

1
1:&@:[0 1

} Matriz identidad de orden 2




100
I=1d,=/0 1 0| Matrizidentidad de orden 3

0 0 1

1o 0

0 1 0 . ,

I=1d, = Matriz identidad de orden 4
0010
00 0 1

Matriz cero: es aquélla matriz en la que todos sus
elementos son 0. Por ejemplo,

0 0
J= eM,,
o o<

Matriz Columna: es cualquiera con una sola columna,
esto es, su dimensidén es mx1.

1
K = ¢ € M3xl
-3

Matriz Fila: es cualquier matriz con una unica fila; su
dimension es 1xn.

L :[_% 0 \/5] M,

Matriz Ortogonal: es una matriz cuadrada que posee
inversa 4™, es decir, verifica que 4-4"'=4"-4=1 (idea que
discutiremos en la seccién Cdlculo de la matriz inversa de esta
misma leccion).

Matriz Traspuesta: dada una matriz 4 de m filas y n

columnas. La matriz traspuesta, 47, tiene por elementos a’,.j =a,,
donde 1<i<n, 1< j<m. Esto significa que el elemento aﬂ.de
la matriz 4 es ahora el elemento o', de la matriz AT,

1 2 4 0

-3 1 |entonces 4"=| 1 -3

7 8 V21

] (V)

S B

Si A=

N

~a]n




o —

Si B=| % | entonces BT=[1 s —1}

-1
5 ]
4 —J5 2
Si C= entonces C'=| /5 iz
b5 -3 2 -3

Ahora bien, luego de exponer estos tipos de matrices, estudiaremos uno de los métodos
para encriptar datos a través de las matrices. Para encriptar un mensaje cualquiera son necesarios
los siguientes elementos: el emisor, el receptor, el mensaje y un cédigo encriptador. Cuando
hablamos de cédigos, nos referimos a un método de codificacion, es decir, a un algoritmo que
asigne a cada caracter del mensaje otros caracteres, con la finalidad de que el mensaje no pueda
leerse segun las reglas del lenguaje materno y que, ademas, sea dificil de descifrar por alguien
diferente al receptor.

A continuacion veamos un método sencillo para codificar mensajes:

En primer lugar, asignamos a cada letra de nuestro alfabeto un nimero tal como se muestra
en la siguiente tabla.

Nosotros encriptaremos el mensaje “ROSA".

Nos fijamos entonces del nimero que corresponde a cada una de sus letras.




Agrupamos estos nimeros en grupos de dos:
18 15 19 1

Y formamos una matriz cuadrada de orden 2x 2, tal orden dependerd de la extensién del

mensaje a cifrar, como sigue:
R O] |18 15
S 4] |19 1

18 15
Pero si enviamos el mensaje codificado por la matriz [

19 1

facil descifrarlo para cualquier persona, lo que lo hace muy vulnerable. Asi que para complejizar
la encriptacion podemos emplear la idea de las matrices ortogonales; pero antes necesitamos
precisar algunos conceptos.

] resulta que serd muy

Operaciones con matrices

Adicion de Matrices

La adicién de dos matrices 4 y B del mismo orden es otra matriz que se
denota con 4 + B, del mismo orden que las otras dos y definida por:

A+B:|:aij:|+[bij:|
:[al.j+b,.j]

Es decir, 4 + B se obtiene sumando los elementos que ocupan la misma
posicion en las dos matrices iniciales.

Aqui debemos hacer un comentario, la adicion de matrices solo esta definida para matrices
del mismo orden. No es posible sumar dos matrices de érdenes distintos.

Veamos un ejemplo de adicion de dos matrices.




4 -1 2 -1 0 8 ¢ 7
Seanlasmatrices C=|1 4 -3 O]y D=1 -3 -3 4 | entonces:
0 »~ 5 1+ 5 20
4 -1 2 -17 o 8 2 -7
C+D=[1 4 -3 0 {1 —1 3 4
0 7 5 L] |3 2 2 0

0+3 7+% 5+2 ++0
(4 7 1 -8
=12 0 -6 4
3% 74

Sean A4, By C matrices cualesquiera del mismo orden, entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

ta La Ley Asociativa: A +(B + C) = (A + B) +C.

ta Conmutativa: A+B=B+ A.

s Existencia de elemento neutro: A+0= A, donde 0 representa
la matriz de igual dimensién que A4 en la que sus elementos
son ceros.

t'a Para cualquier matriz 4 existe una matriz opuesta, denotada

con —4, con —A=[—ay],talque: A+(-A4)=0.

La demostracion de cada una de estas propiedades es sencilla, por ejemplo,
probemos la segunday la tercera, las otras dos se dejan como ejercicios.

Prueba de la propiedad conmutativa de la adicion de matrices. Sean Ay B
dos matrices de orden mxn:

ay  dp a, b, b, In

a, dy a,, b, b, b,,
A= : y B=| . . )

aml am2 amn bml me bmn




Entonces:

a,  dp q,, b, b, - b,
a a e a b b )
A+B=| D 2 | | P 2 2
L aml am 2 amn bml bm 2 bmn
a,+b, a,+b, - a,+th,
_ a,+b, a,+b, - a,,+b,, De acuerdo con la definicidn
: : ° 1L de la adicién de matrices ’ )
_aml +bm1 amZ +bm2 amn +bmn_
b,+a, b,+a, b,+a,
| by tay bytay b, +a,, Ya que la adicion de nimeros
: : : .—||_ reales es conmutativa ._l_l
_bml + aml me + amZ bmn + amn a
b, b, in a, dp A,
_ b, by, - b, N Ay, Ay a4, Por la definicion de adicién
: : : : : : '—||_ de matrices ._|J
_bml bm2 T bmn aml am2 T amn

Aunque esta prueba también se puede hacer de manera sintética asi:

A+B:[al.j}+[by.]:[aij +bl.j]:[bij+al.j]:[bl.j]+[al.j}:B+A

Los argumentos son los mismos que escribimos antes.

Prueba de la existencia de elemento neutro para la adicién de matrices. Sea 4 una matriz de
orden mxn.Definamos a la matriz 0, como sigue 0, , = [OU] . Entonces,

a, dp -4, 0 0 o 0 a
P T T S B

T 2

a, a, - a, 0 0 0 a,

Ya que el 0 es el neutro aditivo en R.

ap a,

a a,, — 4
2

am o amn




Multiplicacion de una matriz por un escalar

El producto del escalar k£ por la matriz A es otra matriz, que se
denota con k- 4, del mismo orden que 4, tal que:

k-A=k|a,|=]k-a,]

La matriz k- A se obtiene de multiplicar por k cada elemento de la
matriz 4.

Mostremos algunos ejemplos. Si 4 es una matriz de orden 3x3, entonces,

a, djy dgy k-a, k-a, k-a;
k-A=\|a, a, ay|=|k-a, k-a, k-ay
a3 Ay Ay k-a, k-a, k-ay

w
o)
[
—_
8]

1 1
Si A=|-1 y k=—§, entonces —;A=

W=
—_
w

o

N k-
o

|

3

Esta operacién verifica las propiedades que siguen:

(1) k(A+B)=kA+kB
(2) (k+t)A=kA+i4

Estas se demuestran de inmediato al comparar sus elementos. Por ejemplo, el elemento

con coordenadas #j del lado izquierdo de (1) es k(% +bl.j), y como la multiplicacion de numeros
reales es distributiva con respecto a la adicion, esto es igual a ka; +kb,. Lo cual define a la matriz

kA + kB . De forma similar, de la igualdad (k+t)al.j = kal.j +1a; sesigue laigualdad (2).

Por otra parte, hay varias leyes que tienen que ver con la operacion de trasponer matrices.

Para matrices Ay B de orden mxn y C una matrizde orden nx p . Entonces:

(47) =4

A+B) =A" + B’
(4+B)




La primera de ellas se sigue de que el elemento de
coordenadas ij es el elemento de coordenadas ji de 47, que a su vez es
el elemento ij de 4. Por tanto, (AT)T = 4. La segunda se deriva de que
el elemento ij de (A + B)T es el elementojide A4+ B, el cual tiene la forma
a,+b;, que es precisamente la suma de los elementos ij de ATy BT.
En consecuencia, (A+B)T =A" +B".

Multiplicacion de matrices

La multiplicacion de dos matrices se da solo en el caso que
el nimero de columnas de la primera matriz sea igual al nimero de filas
de la segunda matriz. En caso contrario, la multiplicacion de matrices no
esta definida.

El producto de la matriz 4 :[aij] eM,, vy B Z[b,j] eM,, es
otra matriz C=4-BeM,,,, con igual numero de filas que 4
e igual numero de columnas que B, en la que el elemento de
la matriz C que ocupa lafilaiy columna j, ¢, se obtiene mediante
la suma de los productos de cada elemento de la fila i-ésima de
la matriz 4, por el correspondiente elemento de la columa j-ésima
de la matriz B. Esto es,

C; =Zaikbkj, dondei=1,...my j=1,...,p.
k=1

Veamos los siguientes ejemplos.

1 0
4 -5 8
Dadas las matrices 4 = L 4 3} y B=|-1 2 |, notemosque
3 —4

el nimero de columnas de la primera matriz es igual al nUmero de filas de
la segunda matriz, por esta razén si esta definido el producto C = 4-B.
Entonces,

4 -5 8 O 1 [414(=5)-(<1)+8-3 4-0+(=5)-248-(~4)
4-B= }_1 . {1-1+4-(—1)+(—3)-3 1-0+4-2+(—3)-(—4)}




Aqui hemos indicado con colores la forma de multiplicar estas matrices. Fijense que la fila
uno (en rojo) de la primera matriz se multiplica por la columna uno de la segunda matriz (en azul);
los resultados corresponden al elemento c,, de la matriz C. Luego, la fila uno de la primera matriz se
multiplica por la columna dos de la segunda matriz (en verde), el resultado corresponde al elemento
c,, de la matriz C. Como hemos tomado ya todas las columnas de la segunda matriz, procedemos a
considerar la segunda fila de la primera matriz, y repetimos el proceso anterior; los resultados seran
los elementos ¢, y c,, respectivamente.

iEstd definida B- A7

5 2 3 1
Consideremos ahora las matrices C=(4 5 6|y D=| 0 |.Aqui también se verifica que
2 39 -1

el nimero de columnas de la primera matriz es igual al nUmero de filas de la segunda matriz, por
esta razon si esta definido el producto C-D. A saber:

5 2 317 [51+2:043-(-1)] [2
C-D={4 5 6| 0|=]41+5-0+6-(-1)|=| -2
2 3 9[- |2:143:049-(-1)| |-7

iEstd definida D-C?

Como sabemos, la adicién de matrices es conmutativa, pero jlo es la multiplicacién de

2 -1 -2 5
matrices? Mostremos un contraejemplo de ello. Sean las matrices 4 = {1 } y B :{ | J .Su
producto, con 4 a la izquierda, es: 3 0 B

3

2 1|2 5 —4+1 10-1 -3
A'B: = =

Lool-1 1] |-2+0 40 |-2

Pero el producto, con 4 a la derecha, es:

BA_—25 2 -1 |-4+3 240) |- 2
- 0|t o] |2+ 140 |-2 1

wln \O
L 1




De inmediato vemos que A-B#B-A. Por tanto, la multiplicacion de
matrices, en general, no es conmutativa. Sin embargo, existen matrices que
si conmutan. Por ejemplo, en caso que A= B. También hay matrices distintas

. . . 1 0
cuyo producto es conmutativo. Por ejemplo, dadas las matrices C = 0

1 0 _ 1 0 -1
y D= ,setieneque C-D = =D-C.
0 -5 0 5

Algo similar sucede si multiplicamos cualquier matriz cuadrada por la identidad

del mismo orden: 4.7 =171-A. Ademas, en el espacio de matrices cuadradas de orden

nxn, la matriz I es el elemento neutro para la multiplicacion. En efecto, sea ¢;
el elemento de la matriz 4-1 ubicado en la fila i y la columna ;. Sabemos que
c; = Za,-k5kj =a,0,,+a,0,,++a,0,, coni=L...,ny j=1...,n (5 esel"delta de Kronecker”).
Pero lzlomo J,; es un elemento de la matriz identidad, se cumple que 6, =3,, =6, =---=5,, =1.

En los demas casos 5,g. =0 .Asi,
¢, = a0, +a,0, +--+a,0, =a,0,=a,-1 =ay

En general, se cumple que ¢; =a,. En conclusién, A-1=A. Por otra parte, si para
las matrices 4, By C estan definidos los productos 4 -(B-C) y (A -B)-C, entonces se verifica que
A-(B-C)=(4-B)-C, es decir, en tal caso la multiplicacién de matrices es asociativa, dejamos

a ustedes y sus profesoras o profesores la demostracion de esta propiedad.

Con la multiplicacion de matrices sucede algo curioso. Existen matrices distintas a

la matriz cero (aquélla cuyos elementos son todos 0), cuyo producto es la matriz cero. Veamos,

R R B

_.~ ;Qué otros ejemplos pueden dar en el caso de matrices de orden 2x2?
(Y con matrices de orden 3x3?

dada la matriz A:F O]entonces:
0 0
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Sean 4 una matrizde orden mxn y Cuna matrizde orden nx p .Una propiedad interesante
que vincula la operacion trasposicién con la multiplicaciéon de matrices es:

(A4C) =C" A"

T
Esto se demuestra observando que el elemento ij de (AC) es el elemento ji de AC, el cual
tiene la forma:

a,C;+a,,6), a6, + - +a,c (I)

inCni
Ademas, sabemos que el elemento ij de C' 4" es:
(€),(4), +(c"), (47), ++(CT), (47), =cvay+-recya,  (H)

Y como las expresiones 1 y II son iguales, entonces esta demostrado que (AC)T =C"4".

Determinantes

El determinante de una matriz cuadrada es la suma algebraica del
producto de cada uno los elementos de una fila (o columna), cuyo

. . .z i+ .
signo es determinado por la expresién (—1)’ 7, por el determinante
de su menor complementario.

Los determinantes se emplean en el estudio del rango de una matriz, en la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales, asi como en la definicién del polinomio caracteristico de una matriz.
Son innumerables los problemas de la realidad y del contexto en los que interviene este concepto
—en la leccion 5 de este libro se estudiara una de sus aplicaciones.

a, dp 4
Dada la matriz A=|a, a, a, |, el menor complementario del elemento a, es
a4y 4y Ay

a a . . .
{ 2 23}, el cual se obtiene de eliminar la fila y la columna a la cual pertenece el elemento a,,
a a
32 33

esto es, la primera fila y la primera columna de 4.

Para calcular el determinante de una matriz se deben calcular los menores complementarios
de una fila o de una columna.
=
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El caso mas sencillo es el determinante de una matriz cuadrada de segundo orden ya que
su menor complementario es un elemento. Por tanto, el determinante de una matriz cuadrada

b, b
B= L“ blz } de segundo orden, es el producto de sus diagonales:
21 22

bl 1 bl 2

|B| = = b11b22 - b12b21

bzl 22
El signo de la expresion b, viene dado por (_1)2+1 - (_1)3 1.

. ) 18 15
Por ejemplo: si B = 19 1 , entonces:

18 15
detB = =18-1-19-15=18-285=-267

ay G Ay
Ahora bien, el determinante de una matriz cuadrada 4=|a, a, a, |, de tercer
orden, es:
' 3 4y Ay

a4 G
detd=|a,, a,, a,

a3 43 Ay

—(-1\" 4 ay Ay 12, ay Ay N4 ay dy
( ) ! Qs Ay ( ) . ay Qs ( ) B ay 4y
=(_1)]+1 a, (a22a33 a23a32)+( I)HQ ap (a21a33 a23a31)+( 1)1+3 a; (a21a32 a22a31)

-1 1 1
Sid=| 0 1 =2/, entonces,
L+ 50




1

2 =2 0 -2 1o 1
A:O 1 _2:_11+1 _1. _1]+21 _11+3_
||l_50<><>\_50\<>%OUH_S

~ ()10 (-3 +5( 5]
:10___1
3 6
55
6

La Regla de Sarrus

Estudiemos esta regla, para calcular el determinante de una matriz de orden 3x3.
Consideremos la matriz:

2 5 -4
C=l5 -6 -1
5 -2 1

Se extiende o amplia la matriz repitiendo a su derecha las dos primeras columnas:

2 5 412 5
Cl=|5 -6 -1{5 -6
5 =2 145 =2




Ahora, se multiplican las diagonales paralelas a la diagonal principal (en negro) y
se suman sus resultados y se les resta la suma de los productos de las diagonales paralelas

a la diagonal secundaria (en rojo):

2 5 412 5

SRt
572771715 2

Asi, obtenemos la siguiente expresion:

|Cl=(-2)(=6)1+5(=1)5+(-4)5(-2)—{5(-6)(-4) +(-2)(-1)—2+1-5-5}
=12-25+40-{120—4 +25}
=56-170
=—114

Aunque existe un esquema que permite desarrollar el determinante de una matriz de orden
3x3 sin necesidad de repetir las dos primeras columnas (ver grdfico 1). En ella, los productos que
conservan su signo estan indicados en rojo, y los que se cambian de signo estan sefalados en azul.
El determinante de la matriz 4 es precisamente la suma de todos estos productos. Ustedes pueden

emplear el método que les sea mas comodo.

Grdfico 1

Calculo de la matriz inversa

La matriz inversa o invertible 4™' de una matriz cuadrada 4, es otra
matriz cuadrada del mismo orden tal que se cumple:

A4 =A"'4A=1




Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definicion. Veamos:

2 2
Dada la matriz 4= L 7} , etiquetemos a su inversa con 4! = {x y} ,y ahora
z t

N

Aqui igualamos a la matriz identidad pues la matriz inversa de 4 debe verificar
que AA™' = A™'4 =1 Es decir,
2x+2z 2y+2t] |1 0
3x+7z 3y+7t| |0 1

Con lo cual, tenemos 4 ecuaciones con 4 incdgnitas, que podemos agruparlas en
dos sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas:

efectuemos su producto:

Yx+2z=1 {2x+2z=1
2y 420=0 3x+7z=0
=
3x+7z=0 2y+21=0
Sy+7t=1 3p+7r=1
Las soluciones son:
x—l ——l z=—— t—l
g° Ty 17y
Por tanto:
A _1
A71 — 8 4
_3 1
8 4

Para matrices de orden superior existen otros métodos. Expondremos aca
el calculo de la matriz inversa por determinantes, a saber:

R
AI:EH(A)T




|4 es el determinante de la matriz 4.
A" es la matriz traspuesta.
A" es la matriz adjunta.

Donde:

La matriz adjunta A" se calcula hallando para cada uno de
sus elementos el determinante de su menor complementario

multiplicado por (~1)".

Por ejemplo, si:

1o o 3 0 3 0]
1 1 5 1 5 1 o 3 3
PR R,
A=|3 0 of.entonces A =\ | | 51—030
> 0 1 2 1 2 0
oo 30 o]
0 1 0
Asi, como det A = 3 y (A*)T: -3 -3 3/, al aplicar la férmula
i Ly 3 20
=—1|4 tenemos que:
|A|( ) q
0o 1 0] o L o
A*l—l -3 -3 3|=|-1 -1 1
3
3 20 1 =2 0

_ L~ Verifiquenque A4 =4"'4=1.

Continuemos con el plan de complejizar la codificaciéon del mensaje que
expusimos paginas atras.

Recordemos que el mensaje a cifrar es “ROSA". Ademads, separamos
el mensaje en grupos de dos caracteres: RO SA.




18 [ 15 ] 19 [ 1]

Empleando la codificacion anterior, construimos

{R} ) [18} ; {S} ) {19} .—||_ matrices de una columna .—|_|

ol |15 A1 11

Elegimos una matriz cualquiera que permitira
codificar mas el mensaje. Esta matriz es la clave. Asi

A= 21 que solo la deben conocer el emisor y el receptor
11 ‘L |
1 —1] Hallamos la matriz inversa de 4, es decir hallamos
A= A", que por cierto obtuvimos antes

R 2 1][18] [51

0 1 1115 33 Ahora multiplicamos la matriz 4, por cada

o o una de las matrices columna
S ) 39} L |
A

1 1] |20

—_ N
[S—
[S—
O

Quedando el mensaje cifrado de

[ 51 [ 33 ] 39 |20 ] .—lL la siguiente forma ._|J

El receptor del mensaje, conociendo la matriz de codificacion, podra descifrar el mensaje.

1 =1][51] [18]
1 2133 = 15 Una vez que el receptor del mensaje encuentre
_ | 1: :39: :19: .—||_ lamatriz A", solo le resta leer el mensaje ._l_l
-1 2[20] |1
18 15 19 1 .
| | | [ 1] .—||_ Quedando:R O S 4 ._|J

Codificar es un proceso bastante rapido, siempre y cuando se dominen los conceptos
y operaciones que hemos estudiado antes.

Codifiquen el siguiente mensaje, para una matriz 3x3: Venezuela.
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Rango de una matriz

Elrango de unamatriz 4 € M, (R) es el nimero maximo
defilas (o columnas) linealmente independientes. Elrango
de una matriz 4e M, (R) se simboliza con rang(4),
o bien, r(4).

Esta definiciéon permite relacionar el concepto de rango con la estructura de espacio
vectorial, asi como con las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.

Un método eficiente para hallar el rango de una matriz 4 es convertir dicha matriz en una
matriz equivalente que sea triangular superior. Esta conversion de una matriz 4 a una matriz
equivalente 4’ se hace realizando operaciones validas entre filas (adicidn y sustraccion de filas y/o
multiplicacion por un escalar). Por ejemplo, sea la matriz:

1 -3 2
A=|1 0 1
3 -9 6

Mediante operaciones entre filas convertiremos esta matriz en una matriz triangular
superior. Observemos que la fila 1, que denotaremos con F, consta de los elementos 1, -3, 2. F,
consta de los elementos 1,0, 1;y F, de 3, -9, 6.

Para que A sea equivalente a una matriz triangular superior, necesitamos convertir en 0
los elementos que estan debajo de la diagonal principal. Como a,, =1, entonces podemos
restar la segunda fila de la primera, es decir, reemplazamos la sequnda fila por la fila F—F,, asi
obtenemos la siguiente matriz equivalente:

1 3 2 1 -3 2
A=|1 0 1|48 5s4=10 -3 1
3 -9 6 3 -9 6

La flecha indica que ambas matrices son equivalentes. Observen que sobre ésta hemos
escrito F, : F, - F,, para indicar cual operacion entre filas se aplicé a la matriz a la izquierda de
la flecha.
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Con esta primera operacion entre filas hemos logrado que el elemento a, sea 0.
Continuemos entonces con nuestra tarea. Como a5, =3, debemos multiplicar por 3 a F, y restarle
la F7,, es decir, reemplazamos la fila tres por 3F, — F.. Ya con esto podemos escribir:

1 -3 2 1 -3 2
A=10 -3 1|—5365 5 47=10 -3 1
3 -9 6 0 0 0

Notemos que se hicieron 0 los demas elementos de la F,, de hecho, se cumple que:
F, =3F,
Esto significa que la tercera fila es combinacion lineal de las demas filas.

En resumen, la matriz 4 es equivalente a una matriz triangular superior en la que se anulé
una fila (las otras dos filas son no nulas). Por tanto, el rango de la matriz 4 es 2:

rang (4)=2
Veamos otro ejemplo. Sea la matriz:
1 -2 7
B=|-1 1 0
2 0 1

Sigamos entonces el proceso que ilustramos antes.

1 2 7 1 -2 7 1 2 7
B=|-1 1 0|—&fh 5l - 7|—&20 400 -1 7
2 0 1 2 0 1 0 -4 13

Ya los elementos en la columna 1 y filas 2 y 3 son ceros (los hemos destacado en color rojo).
Ahora necesitamos que el primer elemento no nulo de F), sea 1. Para ello multiplicamos esta fila
por —1. Ademas, emplearemos este primer elemento no nulo para convertir en cero el elemento de
la tercera fila y segunda columna. Apliquemos estas dos operaciones de seguidas:

1 2 7 1 -2 7
F,: -F, 0 1 _7 F: 4F,+F; O 1 _7 — B,
0 —4 13 0 0 -I5

B’ es una matriz triangular superior en la que ninguna de sus filas se anulé (lo que significa
que sus filas son independientes), por tanto, el rango de la matriz B es 3:

rang (B) =3
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Propiedades de los Determinantes

Las propiedades que mostramos a continuacién facilitan los calculos. En todos los casos,

naturalmente, la matriz indicada es cuadrada.

o . L. .
1= Sj una matriz tiene una fila nula o una columna nula, entonces su determinante es 0.

Observen que en el desarrollo de un determinante los productos que se forman tienen un
elemento de cada fila y uno de cada columna. Por ejemplo:

~ Q O
N O

0
p
s

i

El determinante de una matriz cuadraday el de su traspuesta son iguales.

det(A) = det(AT)

De hecho, si 4 es una matriz 2x2, entonces:

a b a c ’ )
det(A)= .4 =ad—bc= b 4 :det(A ).Y5|Aes 3x3, entonces:
a b c a d g
d e f :aei+bfg+cdh—(ceg+bdi+afh): b e h
g h i c f i

Si se intercambian dos filas de la matriz, entonces el valor absoluto del determinante
es el mismo, pero cambia de signo. Lo mismo sucede si se intercambian dos columnas
de la matriz. Por ejemplo:

a b c d e f
d e fl=—|la b c
g h i g h i

Si dos filas de una matriz son idénticas, entonces el determinante es 0. Algo similar
sucede si dos columnas de la matriz son idénticas. Por ejemplo:

e Q 9
> o

103




ts Si se multiplica una fila (columna) por un escalar k, entonces el determinante queda
multiplicado por ese escalar. Por ejemplo:

ka kb ke
d e [f|=kaei +kbfg+kcdh—(kceg+kbdi +kaﬂz)
g h i
:k[aei+bfg+cdh—(ceg+bdi+afh)]
a b c
=kld e f
g h i

s Si se cambia el signo de una fila, el determinante cambia de signo. Si hacemos & =—1
en la propiedad anterior, se tiene esta propiedad.

—-a -b —c a b ¢
d e fl=—|d e f
g h i g h i

t'a Si los elementos de una fila (columna) son proporcionales a sus correspondientes
elementos en otra fila (columna), entonces el determinante es 0. En efecto:

ka kb ke a b c
a b cl=kla b c=k-0=0
g h i g h i

3 o o
1* Un determinante se puede descomponer en una suma de determinantes con la forma
que sigue:

a+b a,+b, a,+b)| |a, a, a| |b b, b,

vy q9 r |=\p q ritp q r
S t u | |s t ul|l |s t u

Sabemos que:

a,+b a,+b, a,+b,
p q r :(al+b1)qu+(a2+b2)rs+(a3+b3)pt
S t u

—(cz3+193)qs—(a2 +b2)pu—(a1 +b1)rt
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Por otra parte,

a a, a| b b, b
p q r|+lp q r|=aqu+pta,+ra,s—a,qs—rta,— pa,u
s t u s U u

+b,qu + ptb, +rb,s —b,qs —rtb, — pb,u

(a1 +b1)qu+(a2+b2)rs+(a3+b3)pt—(a3+b3)qs—(a2 +b2)pu—(a, +b,)rt
a,+b a,+b, a,+b,

p q r
N t u

Y esto completa la prueba.

t's Si se suman a los elementos de una fila (columna) los correspondientes elementos
de las otras filas (columna), multiplicadas previamente por escalares cualesquiera,
entonces el valor del determinante no varia.

t’s Si una fila (columna) es combinacién lineal de otras filas (columnas), entonces
el determinante es 0.

Ambas se derivan de las propiedades anteriores. Por ejemplo, sabemos que la matriz:

1 3 2
A=|1 0 1
3 -9 6

tiene rango 2 (pues vimos que su tercera fila es combinacion lineal de la primera). Luego, su
determinante debe ser 0. En efecto:

1 -3 2
det(4)=[1 0 1|=1-0-6+1-(=9)-2+1-(=3)-3-2-0-3—(=3)-1-6—(=9)-1-1
3 -9 6

=0-18-9-0+18+9=0

Ademas, la propiedad anterior a ésta (“Si se suman a los elementos de una fila o columna
los correspondientes elementos de las otras filas o columnas, multiplicadas previamente por
escalares cualesquiera, entonces el valor del determinante no varia”) garantiza que el determinante
de matrices equivalentes por filas es el mismo, tal es el caso, por ejemplo, de los determinantes de
las matrices 4y A" que expusimos en la seccién anterior, e incluso el que corresponde a las matrices
ByB'.
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{Como calcular el determinante de una matriz de orden 4x4?

Por ejemplo, calculemos el determinante de la matriz:

|

—_
=)
—_— = Y =

Para ello desarrollaremos su determinante en menores de tercer orden segun los elementos
de la primera columna (destacados en rojo al lado izquierdo de la igualdad):

I 2 1

75 2 21 0 210 21 0
-1 7 5 2
L 0 1 1:10 1 —1—(—1)0 I =1+1}7 5 2(-0{7 5 2
0 11 11 1 11 3 1 1 3 01 -1

2

Noten que para el elemento «,, =1, el menor complementario esta dado por la matriz que
se deriva de omitir la fila 1y la columna 1. Para el elemento a,, =1, el menor complementario se
obtiene de omitir la fila 2 y la columna 1. Para a,, =1, el tercer menor proviene de omitir la fila 3
y la columna 1.Y por dltimo, para a,, =0, se omiti6 la fila4 y la columna 1.

Ademas, los signos de los escalares que multiplican a cada determinante en el desarrollo

dependen de la regla (—1)”’, tal como vimos en la definicion del determinante de una matriz.
Observen que cuando Iansuma de las coordenadas del elemento que tomamos es par, entonces
(-1)" = (—1)2" = ((—1)2) =(1)" =1, de acuerdo con las propiedades de la potenciacion, asi que no
se altera el coeficiente del menor correspondiente. Pero si las coordenadas de tal elemento suman
un numero impar, entonces (—1)’” =(—1)2"+1 =(—1)2" -(—1)1 =1-(-1)=-1, por tanto, si cambia
el signo del coeficiente del menor correspondiente. Entonces:

121

75 2 21 0| [2 10 |21 0
175
U0 1 LlFle roSl=(=njo 1 —tsl7 5 2-0(7 5 2
011%115 T T O TS R N VI T

Este es precisamente el desarrollo del determinante dado en menores de tercer orden.
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Con este método puede calcularse el determinante de cualquier matriz cuadrada. Aunque
siempre deben estar atentas y atentos a las propiedades que mostramos antes, pues ellas permiten
economizar los célculos. Por ejemplo, si cierta matriz tiene uno o varios ceros en una de sus filas o
columnas, entonces conviene desarrollar tal determinante con los elementos de esa fila o columna,
pues asi se haran 0 varios de los sumandos en el desarrollo.

Hoy en dia estos calculos se facilitan con el apoyo en la tecnologia. Existen muchos
programas libres disponibles en Internet que calculan, en décimas de segundo, el determinante

de una matriz. Asi que preparense a descargar alguno de éstos pues les sera de mucha ayuda para
la leccion que sigue.

Actividades

ﬂ ;Qué matriz es triangular superior e inferior?
‘2 Demuestren que la adicién de matrices es asociativa.

I} Prueben que para cualquier matriz 4 existe una matriz opuesta.

2 5 -3 3 1 -1

@) seanC=|3 -1|,D=|V2 1 y E=|0 14, calculen:
9 9 -1 -8 0 15
th C+D+E

th %C—2E+D

03 -1 10 1 18 3
’_ﬂSean A=|7 5 0|, B={0 0 3|yC=|5 1 2|, calcular:
4 3 1 4 -5 1 1 0 O
th 2B+4
th -3C+24

[] ,
Y ;Cudl es el rango de cada una?

E' (Existen matrices cuyo rango sea 07 En ese caso, expongan algunas de ellas.
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-1 2 9 0O 3 0
:D Dadas las matrices A=| 4 7 8 B=|1 -4 5|, jestandefinidas 4-By B-A?En
y y

1 — _
ese caso, calculenlas. s 1 I 13 2
-2 -1
- 6 4 5 . :

® si C:{ 9 3 2} y D=[10 1 [,obtengan C-D. ;Estd definida D-C?
3 0
-+ 3 -9 1

D sean E=| 0 -1 21 y FF=|0|,obtengan E-F . ;Estd definida F-E?
4 6 -8 1

ﬂ Expongan una matriz de orden 2x2 y una de orden 3x3 cuyo determinante sea 1.

‘D (Cuadl es el determinante de las matrices que siguen?

4 17 3 1 0 O 9 25 3
e |3 3 -1 th |3 4 -5 |0 -1 19
-1z 9 T 2 -1 0 0 1
Lo o 43 - X X X x x 1 0 =2
. 13 4 -5 . f z sty Ly 1y 402
5 ; 17 3 3 ¥ 4
| 1 1 z 2z -1 1 x 3
3 2 -1 _3 _1 9
5 1 1 1 w 1 1 0 7

. . , 2] .
iComo pueden deducir el determinante de la matriz L‘ _5} sin hacer calculos, solo

) |45 . . . .
basandose en la matriz L 2} y en las propiedades de los determinantes? ;Qué otro determinante
de la lista anterior no requiere hacer los calculos nuevamente? Conversen esto con sus compafneras

y companeros.

108



13 {Tienen inversa las matrices que exponemos a continuacion? En tal caso, deduzcan cudl es.

1 11 4 7 9 0 0 1
th o 1 1 th 13 -1 9 o 1 0
0 0 1 0 3 -8 1 0 0
- 300
:L{} th 101 0
5 7
0 0 1

it Organicense en pequefos grupos, seleccionen un mensaje y codifiquenlo de acuerdo con el
método estudiado en esta leccion.

W Investiguen algunas ideas histéricas sobre la codificacién de datos y expongan sus
resultados en su liceo.

La idea de matriz es muy antigua. Ya los chinos, aproximadamente 600 afos antes de Cristo,
emplearon una notacion matricial para denotar lo que se conoce como cuadrado
magico. Este es una disposicion matricial de nimeros distintos, con igual nimero

de filas que de columnas, de manera que la suma de los nimeros situados en

cualquier fila, columna o diagonal es constante. El orden de un cuadrado mégico
es el numero de filas o de columnas que tiene la matriz.




La petroquimica de Venezuela (PEQUIVEN)

En la pagina web de PEQUIVEN, se presenté la siguiente informacion para
el mes de enero de 2012:

“El Gobierno Bolivariano, a través de la Corporaciéon Petroquimica de
Venezuela y Agropatria, garantiza el suministro de unas 900 mil toneladas métricas
de fertilizantes para cubrir los requerimientos del sector productivo nacional para
el ciclodeinvierno 2012. Asilo informé el viceministro de los Circuitos Agroproductivos
y Agroalimentarios durante la instalacion de la Mesa Técnica de Programacién del
Suministro de Fertilizantes para el Ciclo Invierno 2012, celebrada en las instalaciones
del Complejo Petroquimico Moron (Carabobo) [ ... ] A través de esta Mesa Técnica
de Fertilizantes se iniciara la distribucién de los abonos para atender 3 millones de
hectareas de siembra este afio”!.

1: Disponible en http://www.pequiven.com



;Conocen ustedes cuales son algunos de esos fertilizantes que se utilizan para la siembra
y que son producidos por PEQUIVEN?

Uno de los mas importantes es la urea, el cual es uno de los fertilizantes mas conocidos.
Es el sélido granulado de mayor concentracién de Nitrogeno, esencial para las plantas, ya que
las mismas requieren grandes cantidades del mismo para crecer normalmente. Este elemento
es indispensable para la sintesis de la clorofila y, por ende, esta involucrado en el proceso de
la fotosintesis. Es un componente de las vitaminas y de los sistemas de energia de la planta.
El Nitrégeno es responsable del incremento de proteinas en las plantas, estando directamente
relacionado con la cantidad de hojas, brotes y tallos. La urea se utiliza como fertilizante en
la siembra de hortalizas, cereales y pastura para el ganado.

Otro de los fertilizantes que produce PEQUIVEN es el sulfato de amonio. Este producto se
puede mezclar con otros fertilizantes, tales como la misma urea, ya que tiene gran compatibilidad.
El sulfato de amonio contiene azufre y amonio, que se utiliza en suelos calizos y alcalinos, debido
a su efecto acidificante. El sulfato de amonio aporta a las plantas nutrientes como el nitrégeno
y el azufre.

PEQUIVEN también produce los llamados fertilizantes NPK, los cuales deben su nombre a
que suministran los tres elementos quimicos que se corresponden con sus siglas, estudiadas por
ustedes en Quimica: nitrégeno (N), fésforo (P) y potasio (K). Por ejemplo, el NPK 12-24-12 CP es
un fertilizante complejo que, por cada 100 kilogramos de abono, contiene 12 de nitrégeno, 24 de
fésforoy 12 de potasio. La CP final identifica la categoria de los fertilizantes que estan mezclados
con materias inertes. Con esa mezcla se trata de reducir los riesgos toxicos como consecuencia de
un incendio o una explosion. Los NPK aportan tres de los nutrientes necesarios para el desarrollo
de los vegetales. El fésforo (P) interviene en la fotosintesis, en el almacenamiento y transferencia
de energia, en la divisién celular, promueve la formacion y el crecimiento de las raices, y el potasio
(K) contribuye a evitar organismos invasores.

Les invitamos a reflexionar sobre la importancia del petréleo en
la produccidn de fertilizantes y su incidencia en la seguridad agroalimentaria
de nuestro pais.




Agropatria y la venta de fertilizantes

En la pagina web de PEQUIVEN se presenta la lista de precios de venta al publico de
los diferentes fertilizantes que comercializa, en particular de los tres fertilizantes que hemos
descrito anteriormente. Los precios de venta vienen dados por presentaciones en sacos de 50 kg.
A continuacion mostramos en la tabla 1 los precios de algunos de esos productos:

Fuente: www.pequiven.org.ve

Disponiendo de esa informacién, supongamos que necesitamos apoyar a la Seccién de
Administracion de Agropatria en la poblaciéon de Sabaneta (Barinas) a resolver la siguiente situacion:

Problema A:

Se conoce que en una venta de fertilizantes se cobraron Bs. 1.066,10 y que se han vendido
un total de 46 sacos, de 50 kg. cada uno, de urea perlada, Super Sam y El Sabanero. Sin embargo,
no se anoto el registro de cuantos sacos de cada fertilizante se habian vendido. El dependiente
recuerda que el total de los sacos de Super Sam y El Sabanero eran seis unidades mas que los sacos
de urea. La administracién requiere tener el registro exacto para poder hacer inventario. ;C6mo
podremos ayudarles a obtener la informacion faltante?

Observamos que tenemos tres cantidades que son desconocidas: el nUmero de sacos
de urea, los de Super Sam (sulfato de amonio) y los de El Sabanero (NPK). En consecuencia,
tenemos tres incognitas. Vamos a proceder a identificar, mediante una letra, cada una de dichas
incognitas. Sean:

+% x = numero de sacos de urea.
t’s y = nimero de sacos de Stper Sam.

:?. z=numero de sacos de El Sabanero.

Conocemos que el nimero total de sacos vendidos de los tres tipos de fertilizantes fue de
46. Planteamos, en consecuencia, la siguiente ecuacién:

x+y+z=46
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Conocemos también que el precio unitario, por saco, de Urea, Super Sam y El Sabanero, es
de Bs. 18,85, Bs. 18,51y Bs. 34,22, respectivamente. Adicionalmente conocemos que el monto total
de la venta fue de Bs. 1.066,10. Podemos, en consecuencia, plantear la siguiente ecuacion:

18,85x+18,51y+35,83z=1.066,10

Ademas conocemos que el total de los sacos de Super Sam y El Sabanero eran seis unidades
mas que los sacos de urea. Ello nos permite plantear otra ecuacion: x+6=y+z, la cual es
equivalentea —x+y+z=06. ;Por qué podemos afirmar esto?

Ahora tenemos planteadas tres ecuaciones:

xX+y+z=46
18,85x+18,51y+35,832z=1.066,10
—Xx+y+z=6

Ya ustedes han estudiado, en Tercer Afo de Educacion Media, un sistema de ecuaciones
lineales con dos incognitas x ey, por tanto sabemos que resolver tal sistema consiste en determinar
los valores de las incognitas x e y que satisfacen, simultdneamente, a cada ecuacion del sistema.

(Cudntas ecuaciones lineales con cuantas incégnitas se han formulado en la situacion
planteada en la tienda Agropatria de Sabaneta de Barinas? Efectivamente, como vemos tenemos
tres ecuaciones lineales, es decir, de primer grado, con tres incégnitas. Juntas forman un sistema de
ecuaciones lineales con tres incégnitas y se suelen representar mediante una llave.

x+y+z=46
18,85x+18,51y+35,832=1.066,10
-X+y+z=6

Ahora necesitamos resolver este sistema de ecuaciones lineales con tres incégnitas.

Resolver un sistema de ecuaciones es determinar
los valores de las incégnitas que satisfacen,
simultaneamente, a cada ecuacion del sistema.

En Tercer Ano de Educacion Media estudiamos tres métodos algebraicos para la resolucion
de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas: sustitucion, igualacion y reduccion.
Esos mismos métodos algebraicos, mediante extension, pueden ser aplicados para resolver
nuestro sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas. Procedamos a utilizar el método de
reduccién para resolver la situacién que tenemos planteada.
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El método por reduccion consiste en:

(@) multiplicar dos de las ecuaciones por numeros
reales de tal manera que los coeficientes (en valor absoluto) de
una de las incégnitas sean iguales y con signos distintos. Ello se
hace para eliminar una de las incégnitas. Una manera practica
de realizar este procedimiento es obtener el minimo comun
multiplo (m.c.m.) de los valores absolutos de los coeficientes de
la incégnita que se desea eliminar y multiplicar cada miembro
de la ecuacién por el cociente de dividir el m.c.m. entre
el valor absoluto del correspondiente coeficiente de la incégnita
considerada. De esa manera los coeficientes de la incdgnita
a eliminar tendran igual valor absoluto. Nuestro sistema es:

x+y+z=46
18,85x+18,51y+35,832z=1.066,10
—X+y+z=6

Consideremos la primera y la segunda ecuacién. Vamos
a proceder a eliminar la incognita x.

x+y+z=46
18,85x+18,51y+35,832z=1.066,10

Observamos que para ello debemos multiplicar la primera
ecuacion por —18,85. Tendremos entonces lo siguiente:

-18,85x—18,85y 18,85z =-867,10
18,85x+18,51y+35,832=1.066,10

(b) sumar, algebraicamente, las ecuaciones resultantes
miembro a miembro, eliminando asi la incégnita x. Nos queda
la siguiente ecuacion:

-0,34y+16,98 y =199

Esto permite obtener una ecuacion donde queda
eliminada la incégnita x y que resulta ser combinacion lineal de
la primera y la segunda ecuacion. ;Por qué?

(c) repetir el procedimiento hecho en (@) y (b), con
la primera y la tercera ecuacion del sistema original.

x+y+z=46
-x+y+z=6
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Al sumar algebraicamente ambas ecuaciones, nos queda
la siguiente ecuacion:

2y+2z=52

La ecuacion obtenida es equivalente a y+2z =26, ya que
esta ecuaciéon resulta ser combinacion lineal de la primera
y la tercera ecuacion. ;Como pueden justificar esta afirmacion?

(d) Sustituimos la segunda y la tercera ecuaciéon del
sistema original por las ecuaciones obtenidas en (b) y en (c). Asi,
tendremos el siguiente sistema:

xX+y+z=46
—0,34y+16,982z=199
y+z=26

Este sistema es equivalente al dado originalmente.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes
si tienen las mismas soluciones.

(e) Consideramos entonces las ecuaciones donde hemos
eliminado la incognita x, y procedemos con el método de
reduccion tal como lo hicimos en Tercer Aho para un sistema
de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

—0,34y+16,98z =199
y+z=26

Vamos a proceder a eliminar la incégnita y. Justifiquen
cada uno de los siguientes pasos:

~0,34 y+16,982 =199
0,34y +0,342=8,84

De donde: 17,32z =207,84 y obtendremos que
z=12. En consecuencia: y=14, x=20. La solucién

obtenida es la terna (20,14,12).
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iVerifiquen que dicha solucion satisface a cada una de las ecuaciones del sistema planteado
originalmente y también al sistema equivalente considerado!

En conclusion, hemos obtenido la informacién requerida por la Seccion de Administraciéon
de la tienda Agropatria de Sabaneta, en Barinas. La respuesta es entonces: 20 sacos de Urea, 14
sacos de Super Sam y 12 sacos de El Sabanero.

Discutan con sus companeras y compafneros como resolver el sistema original planteado en
el problema de Agropatria, mediante los métodos de igualacion y de sustitucion.

Problema B:

Les proponemos resolver el siguiente problema haciendo uso de alguno de los tres métodos
conocidos por ustedes: igualacion sustitucion o reduccion.

En la Planta Petroquimica de Morén se combinan el nitroégeno (N), el fosforo (P) y el potasio
(K) para formar los fertilizantes NPK. Entre ellos, El Sabanero (12-24-12 CP), que en 100 kilos de
abono, contiene 12 de nitrégeno, 24 de fésforo y 12 de potasio, EI Rendidor (10-26-26 CP) contiene
10 kg. de nitrégeno, 26 kg. de de fésforo y 26 kg. de potasio, y El Productor (12-12-17 CP) esta
formado por 12 kg. de nitrogeno, 12 kg. de fosforo y 17 kg. de potasio. Si hay disponibles 1.720 kg.
de nitrégeno, 3.770 kg. de fosforo y 2.585 kg. de potasio, jcuantas unidades de cada tipo de los tres
fertilizantes, de 100 kg. cada una, se pueden formar si se usa todo el material quimico disponible?

Sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas
En el problema A4 se nos presenté el caso de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incégnitas. En general, podemos tener un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas que se
puede expresar de la siguiente forma:
ayx, +a,x, +-+a,x, =b

ay X, +a,x, +---+a,x, =b,

a,x, +a,x,+--+a, x =b

Ese sistema también puede ser expresado en forma matricial, por medio del producto
de matrices:

a, ap a,, X |
ay dy a, Xl D
aml am2 amn xn bm
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Es decir, AX = B.

Donde la matriz 4= [al.j} recibe el nombre de matriz del sistema (conformada por

mxn

los coeficientes de cada una de las incognitas en cada ecuacion del sistema), X es la matriz columna
de las incognitas y B es la matriz columna de los términos independientes.

Interpretacion geométrica de los sistemas de m ecuaciones con
tres incognitas

Recordemos que cuando estudiamos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas tenemos ecuaciones de la forma ax+by=c, las cuales representan a una recta en
el Plano, y sabemos que la interpretacién gréfica de la solucion de dicho sistema (grdfico 1) nos
conduce a que solo existen tres posibilidades, a saber:

[ ] . .- 7 ’ .
s Las rectas se corten, es decir son secantes (solucion unica).

[ ] . .7
ta Sean paralelas (no tiene solucién).

L] . . o o . .

tla- Sean coincidentes (tiene infinitas soluciones).

Las rectas son coincidentes

Las rectas se cortan Las rectas son paralelas . ) ) ) :
(El sistema tiene solucién tinica, (El sistema no tiene solucién (El sistema tiene infinitas soluciones por
por lo tanto es: Compatible determinado) por lo tanto es: Incompatible) lo tanto es: Compatible indeterminado)

En el caso que nos ocupa, tenemos ecuaciones lineales del tipo ax+by +cz =d.

La representacion grafica de una ecuacion lineal con tres incodgnitas es un plano en el espacio
R’ lo cual estudiaremos en detalle en la leccién 11 de este libro.
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Consideremos el caso particular de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incégnitas. Hemos afirmado, anteriormente, que resolver dicho sistema consiste en obtener el o
los puntos (x, y, z) que deben satisfacer, simultdaneamente, a cada una de las ecuaciones lineales
que estamos considerando. Por tanto, ese 0 esos puntos deben pertenecer a cada uno de los planos
que representan a dichas ecuaciones.

Existen entonces tres posibilidades:

La interseccién de los tres planos es vacia (por tanto, el sistema no tiene solucién).
fa+ Los planos se cortan en un Unico punto (la solucién es uUnica).
- Los planos son coincidentes o su interseccion es una recta (hay infinitas soluciones).

- e

Cuando un sistema tiene solucién se dice que es compatible. Si la soluciéon es unica
se denomina compatible determinado y si tiene infinitas soluciones se llama compatible
indeterminado. Si no tiene soluciones se dice que es incompatible (grdfico 2). ;Qué podemos
afirmar acerca del sistema asociado a los problemas 4 y B?

Veamos graficamente lo que se tiene para el caso n=3.

z z

a

a

6 p p
)
y
Y
/o )
anpfnNno=9I
El sistema de ecuaciones asociado es incompatible
z z z
P p
a P a
) I
)
— —_—
Y y y
e l'/v. ¥ X
amﬂmgzg? anpfnd=L a=0p=90
El sistema asociado ;o . o ,
es compatible determinado Aqui el sistema asociado es compatible indeterminado
Grdfico 2
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El esquema que presentamos permite clasificar los sistemas de m ecuaciones lineales con
n incégnitas.

Algunas consideraciones sobre los sistemas equivalentes

Para resolver el problema en Agropatria planteamos el siguiente sistema:

xX+y+z=46
18,85x+ 18,51y + 35,83z = 1.066,10
—X+y+z=6

En la resoluciéon del sistema por el método de reduccién, operamos con la primera
y la segunda ecuacién asi como también con la primera y la tercera ecuacioén, y nos resultd
el siguiente sistema:

X+y+z=46
D | 034y+16,982=199
y+z=26

Afirmamos que estos dos sistemas, (1) y (2), eran equivalentes porque tenian las mismas
soluciones. También senalabamos que la ecuacion —0,34 y+16,98 y =199 era una combinacion
lineal de las dos primeras ecuaciones que forman el sistema (1) y que la ecuacién y+z =26 era
combinacion lineal de las ecuaciones primera y tercera que forman dicho sistema. En este caso
decimos que el sistema (2) es obtenido a partir del sistema (1) mediante operaciones de fila.

=
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En general afirmamos que una ecuacion ax+by+:---+cz=d es combinacion lineal de
otras varias ecuaciones:

ax+by+---+cz=d,

ax+by+---+c,z=d,
ax+b y+--+c,z=d,

cuando el vector fila (a,b,...,c,d) formado por los coeficientes de las incognitas y el término
independiente es combinacién lineal de los vectores filas correspondientes de las otras ecuaciones.
O sea, si existen nimeros a,,a,,...,a, €R tales que:

(a,b,....c,d)=a,(a,b,....c,d )+ a,(ay,b,,....c;,d,) ) +-+a,(a,.b,,....c,.d,)

Considerando que los sistemas (1) y (2) son equivalentes podemos formular la siguiente
propiedad, la cual es susceptible de ser demostrada:

A partir de un sistema de ecuaciones se puede obtener otro
equivalente, sustituyendo una de las ecuaciones por una combinacién
lineal de las que forman el sistema; siempre y cuando el factor ¢,
que multiplique en la combinacién lineal a la ecuacion que se va
a sustituir no sea nulo, es decir o, #0.

Consideremos ahora el siguiente sistema de ecuaciones:

Sx-2y+3z=4
t 2x+5y—-4z=8
Tx+3y—z=12

Observen que la tercera ecuacion del sistema resulta de sumar las dos primeras. Es decir, es
una combinacion lineal de las dos primeras ecuaciones. Verifiquen esta afirmacién.

El sistema que resulta al suprimir dicha ecuacion es:

;gl S5x-2y+3z=4
' 2x+5y—4z=8

Los sistemas (1) y (2) son equivalentes porque ambos tienen las mismas soluciones.
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En general podemos enunciar la siguiente propiedad:

Si en un sistema de ecuaciones una de ellas es combinacién
lineal de las restantes, el sistema que resulta de suprimir dicha
ecuacion es equivalente al dado.

Método de Gauss-Jordan para la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales

Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Matemdtico, fisico
y astronomo de origen alemdn. Hizo estudios en la Universidad
de Gotinga, donde presento su tesis doctoral sobre el teorema que
establece que toda ecuacioén algebraica de coeficientes complejos tiene,
igualmente soluciones complejas. En 1801 publico una de sus obras
fundamentales, las Disquisiciones aritméticas, alli hizo un trabajo
exhaustivo de la teoria de los niimeros congruentes y dio una solucion
algebraica al problema, sin resolver desde los tiempos de Euclides, de
como determinar si un poligono regular de n lados puede ser construido
de manera geométrica. Gauss fue conocido como el principe de
la Matemdtica.

Wilhelm Jordan (1842-1899). Fue un cientifico de origen
alemdn que hizo trabajos de gran importancia en el campo de
la geodesia, el estudio y determinacién de la forma y dimensiones
de la Tierra. La geodesia utiliza, de manera importante, la Fisica y
la Matematica; sus resultados son base geométrica fundamental para
otras ramas del conocimiento geogrdfico como son la Topografia y
la Cartografia. En el trabajo de Jordan sobre topografia empled
el método de los minimos cuadrados. En su obra fundamental dio
una detallada presentacion del método de eliminacion de Gauss para
convertir el sistema dado en uno “triangular”.

Resolvamos el sistema de ecuaciones planteado en la tienda de Agropatria utilizando
el llamado método de eliminacion de Gauss-Jordan. Recordemos que teniamos el sistema:

x+y+z=46
18,85x+18,51y+35,832=1.066,10
-Xx+y+z=6
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El procedimiento que seguiremos es el siguiente:

(a) Escribimos la matriz ampliada del sistema, que
se forma con los coeficientes de las incoégnitas y los términos
independientes. En nuestro caso, tenemos que:

1 1 1 46
18,85 18,51 35,83 1.066,10
-1 1 1 6

(b) Operaremos con las filas de la matriz para obtener
otro sistema equivalente de manera que cada ecuacién
del mismo tenga una incégnita menos que la anterior.
Es decir, vamos a llevar a la matriz ampliada del sistema a
una forma escalonada reducida. Para ello utilizaremos
las propiedades estudiadas en la seccién anterior.

llustremos esto con nuestro ejemplo:

Realicemos las siguientes operaciones de filas:

F,E+(-18,85)F y F;: E+F,

2

1 1 1 46
0 -0,34 16,98 199
0 2 2 52

Operemos ahora F:0,17 K +F,

1 1 1 46
0 -0,34 16,98 199
0 0 17,32 207,84

Hemos obtenido otro sistema equivalente donde
cada ecuacion del mismo tiene una incdégnita menos
que la anterior. El sistema al que hemos llegado es
facilmente resoluble:

X +y +z= 46
—-0,34y+16,98z=199
17,32z=207,84
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Despejando z de la tercera ecuacion tendremos z=12. Sustituyendo ese valor de z
en la segunda ecuacién tenemos y =14, y haciendo la sustitucion de los valores de z e y
en la primera ecuacién del sistema equivalente obtendremos x=20. Por supuesto, hemos
obtenido la misma solucién que cuando resolvimos a través del método de reduccién.

Verifiqguen que el punto (20,14,12) satisface las tres ecuaciones del sistema equivalente
que obtuvimos con las diversas operaciones de fila. Como el sistema tiene una Unica solucién
afirmamos que es un sistema compatible determinado.

Un sistema de ecuaciones se resuelve por el método de eliminacion
de Gauss-Jordan cuando se obtienen sus soluciones mediante
la reduccion del sistema dado a otro equivalente en el que cada
ecuacion del sistema tiene una incégnita menos que la anterior.
El método de Gauss-Jordan transforma la matriz del sistema, o de
coeficientes de las incégnitas, en una matriz triangular superior.

Vamos ahora a resolver el siguiente sistema utilizando el método de Gauss-Jordan:

x—y+2z=1
1

X+z=—
2

x=3y+4z=2

(a) Escribimos la matrizampliada del sistema:

1 -1 21
1o 14
1 =3 42

(b) Ahora, aplicamos las operaciones defilas F: F, — K 'y F.:F—F.Con lo cual:

0 1 -1 -1
0 2 2 1
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Sihacemos F:E+2F, y F:F + F,,nos queda,

o o =

o — o
I =
Jr—

(= e

Matriz que se asocia al sistema de ecuaciones que sigue,

1
X+z=—
2
Y 2
0z=0
1
XZE—Z
Es decir, {
=——+z
YT

Por tanto, las incognitas x e y dependen de z. Entonces
el sistema anterior puede escribirse como:

1
xX=——t
2
Ly
4 2
z=t

Es decir, el sistema tiene infinitas soluciones ya que
para cada valor de 7 se tendrd un punto (x, y, z). Por ejemplo

] 1 1 .,
si t=0 entonces sz,y:—E,z:O es una solucion del

sistema. jCudles serian las soluciones para t=10¢=-3? Asi,
reiteramos que el sistema planteado tiene infinitas soluciones.
En consecuencia, es un sistema compatible indeterminado.
La solucion viene dada entonces por los puntos de la forma

R
——t,——+1,t |
2 2
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Ustedes yaresolvieron el problema B planteado en
esta leccidn. Resolvamos el sistema asociado utilizando
el método de Gauss-Jordan:

2x+4y+z=1
4x+3y—-z=10
2x—y—-2z=6

(a) Escribimos la matrizampliada del sistema:

2 4 1 1
4 3 -110
2 -1 -2 6

(b) Aplicamos las operaciones de filas F: E —2F
y F.: F,—F,.Conlo cual:

2 4 1 1
0 -5 -3 8
0 -5 -3 -5

Operamos F: I —F, y nos queda lo siguiente,

2 4 1 1
0 -5 -3 8
0 0 0 -I3

Esta matriz se asocia al sistema,

2x+4y +z=1
-5y-3z=8
0x+0y+0z=-13

Notemos que de la ecuacion 0x+0y+0z=-13
nos resulta la igualdad 0=-13, lo cual es
una contradiccion. En consecuencia, el sistema dado no
tiene solucion. Por tanto, llegamos a la conclusién de
gue es un sistema incompatible.
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Ampliacion de los criterios de compatibilidad de sistemas lineales

Con el método de eliminacién de Gauss-Jordan desarrollamos una manera de determinar si
un sistema de ecuaciones lineales tiene solucién y asi precisar si es compatible o incompatible. Sin
embargo, seria importante tener criterios necesarios y suficientes que nos permitan determinar
siunsistematiene solucién antes de procederal hallazgo de la misma. Una herramientafundamental
para ello es el conocido Teorema de Rouché-Frobenius. Usaremos en dicho teorema el concepto
de caracteristica 6 rango de una matriz, que ya hemos estudiado en la leccion 4 correspondiente
a Matrices.

Teorema de Rouché-Frobenius: La condicion necesaria y suficiente
para que un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas
sea compatible es que la caracteristica o rango, k, de la matriz del
sistema (matriz de los coeficientes de las incégnitas) sea igual a la de
la matriz ampliada con los términos independientes.

Si la caracteristica tiene un valor igual al nUmero de incégnitas,
k =n, entonces el sistema es determinado, y si k <n, el sistema
es indeterminado.

Tal Teorema lo podemos plantear de la siguiente manera: en un sistema de m ecuaciones
lineales con n incdgnitas, sea A la matriz del sistema y 4' la matriz ampliada, denominemos r(A)
la caracteristica de A y la caracteristica de r(A'), con k el valor numérico de la caracteristica,
tendremos entonces que se cumple:

k=r(4)=r(A4")= el sistema compatible.
k =n= el sistema compatible determinado.
k <n=> el sistema compatible indeterminado.

Eugéne Rouché (1832-1910). Matematico
francés. Trabajo, principalmente, sobre la teoria
de funciones, series funcionales y cdlculo de
probabilidades. Escribié varias obras diddcticas.




Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)
Matemdtico alemdn. Hizo importantes aportes en
la teoria de ecuaciones diferenciales y en la teoria
de grupos.

Gabriel Cramer (1704-1752) Matemdtico suizo. Recibié su
doctorado a los 18 aifios. Fue profesor desde los 20 afios en la Universidad
de Ginebra. Su obra mds importante fue Introduccion al andlisis de las
curvas algebraicas, donde aparece la llamada Regla de Cramer (que
permite resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas
mediante el uso de determinantes).

Regla de Cramer para resolver un sistema de n ecuaciones lineales
con n incoégnitas

Basandonos en el Teorema de Rouché-Frobenius, jen qué caso podremos afirmar que
un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas —igual nimero de ecuaciones que incognitas-
es compatible? ;y compatible determinado?;Cual debe ser la caracteristica de la matriz del

sistema? Efectivamente, si 4 es la matriz del sistemay A4'la matriz del sistema ampliado debe ocurrir

que r(A) = r(A') para que el sistema sea compatible y ademas r(A) =n para que el sistema sea
compatible determinado.

Ahora, si r(A):n, el determinante del sistema es no nulo, ya que n=0. Por tanto,
det A+#0. Si consideramos el caso particular de un sistema de tres ecuaciones lineales con

tres incégnitas donde r(A) =3, jcual es la caracteristica de la matriz ampliada? Notemos que si
r(4)=3, entonces det A#0 por tanto r(4')=3 ya que A4' es una matriz de orden 3x4.

En general r(A4)=n si, y solamente si, det A#0, y se cumple que r(4')=n. Tenemos,
entonces, un criterio para conocer si un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas es
compatible determinado:
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Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas es compatible
determinado si, y solamente si, la caracteristica de la matriz del
sistema es n, es decir el determinante del sistema es diferente de cero.

Ya tenemos una parte de la lamada Regla de Cramer. Nos falta ahora obtener un método
de resolver el sistema cuando es compatible determinado.

Para ello, vamos a considerar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.
El procedimiento a utilizar puede ser generalizado a cualquier sistema de n ecuaciones lineales con
n incégnitas. Consideremos entonces el siguiente sistema:

a,x+a,y+a,z=>h
a, x+a,y+a,z=>b,

ay X +ay y+ayz =D

Ya conocemos que la Regla de Cramer solamente es aplicable si el determinante del sistema
es diferente de cero, esto es, si:

all a12 al3
|A|: a, a, ayl#0

Ay 43 Ay

Vamos a proceder a eliminar las incognitas y y z. Para ello haremos lo siguiente:

Multiplicamos las ecuaciones del sistema por los siguientes factores:

La primera ecuacion por el adjunto de a,, en |A
viene dado por la siguiente expresion:

, €s decir por A4 . Recordamos que 4

41 (9 dp
A4, = (—l)
ay dy

&
*

1+ La segunda ecuacion por el adjunto de a,, en |A

, s decir por 4,,.

t'a La tercera ecuacion por el adjunto de a, en |A , es decirpor 4,,.
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Tendremos entonces:

a, A, x+a, 4, y+a;4,:z =b 4,
ay Ay x+ay Ay y+ay 4, z=b, 4,
ay Ay X+ ay, Ay y+ag Az =Dy 4y

Sumemos miembro a miembro y obtendremos la siguiente combinacion lineal:

(anAn +a, A4y, + a4 )x + (alen +a,,4,, +a32A31)y + (a13A11 +a,4,, +a33A31)Z =4y, + 4, + 45

En esa igualdad tenemos que:

I El coeficiente g, 4, +a,, 4,, +a,, 4;, delaincégnita x es el desarrollo del determinante |A,
multiplicado por x.

I's El coeficiente a,, 4,+a,, 4, +a;, A;, de la incognita y, es la suma algebraica de
los productos de cada elemento de la segunda columna por los adjuntos de los respectivos
elementos de la primera columna. Sabemos que a,, 4,, +a,, 4,,+a,, 4;, =0 debido a
una propiedad de los determinantes que nos dice que la suma algebraica de los productos
de los elementos de una linea (fila 0 columna) de una matriz cuadrada por los respectivos
adjuntos de una linea paralela, es nula.

I El coeficiente a,; 4, +a,, 4,, +a,; 4;, de laincégnita z corresponde a una suma algebraica
nula. jPor qué?

T El término independiente ¢, 4,,+c¢c, 4, +¢c; 4;,, al ser desarrollado, resulta igual al
siguiente determinante:

¢ 4y a;
C, 4y a4y

C; 4y Ay

que resulta de sustituir en el determinante |A| la columna de los coeficientes de x por una columna
formada por los términos independientes. Con lo cual:

€ dp 4y
oA tedy +ady =le, a, ay
Gy 4y Ay

En funcion de todas las consideraciones anteriores tenemos que la expresion:

(allAll +a, 4, +a31A31)x + (aleu +aynA, +a32A31)y + (a13A11 +ay4,, +a33A31)Z =4, + ¢4, + ¢34,
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Puede expresarse como:

¢ 4y a;
|A|x:02 ay Ay

Cy A3 A

Procediendo de manera analoga para eliminar
las incognitas x y z, asi como para eliminar las incégnitas x e
v, obtendremos, respectivamente, las siguientes expresiones:

a, ¢ 4 a, 4, ¢
|A|y:a21 G, Ay, ‘A‘Z:aZI ay, G

ay G Ay ay dzp G

En consecuencia, tenemos un sistema equivalente al
original. ;Por qué?

Observemos que en el sistema obtenido, si dividimos

por |A| cada una de las ecuaciones obtendremos la solucion
a dicho sistema. Por tanto, ésta viene dada por:

¢ 4y 4y ay G 4 a, a, 6
Cy Ay dy ay €6 dp ay Ay 6
= C; 4y dy y= Ay G Ay . as;  dyp G
- ) - ’
! Zl |4
Como |A| # 0, el sistema es compatible determinado.
|
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Podemos, entonces, enunciar de manera completa lo siguiente:

Regla de Cramer: Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas es

compatible determinado si y solamente si el determinante del sistema, [4|
es diferente de cero. Para obtener la soluciéon al mismo, el valor correspondiente
a cada incognita viene dado por el cociente de dividir el determinante, que

se obtiene de sustituir en |A| la columna formada por los coeficientes de

la incégnita por los correspondientes términos independientes, entre |A|

(Qué implica el hecho de que el determinante del sistema sea nulo? Si det A=0, no
podemos afirmar que el sistema sea incompatible, lo que podemos afirmar es que hay dos
posibilidades: que el sistema sea compatible indeterminado o incompatible.

Consideremos nuestro problema inicial de Agropatria, y apliquemos la Regla de Cramer al
sistema que se habia planteado:

x+y+z=46
18,85x+18,51y+35,832=1.066,10
-Xx+y+z=6

Seguiremos los siguientes pasos:

Calculemos el determinante |A| del sistema:

1 1 1
|A|: 18,85 18,51 35,83|=18,51-35,83+18,85+18,51-35,83-18,85=-34,64
-1 1 1

Como |A| # 0, entonces el sistema es compatible determinado. Procedamos a resolverlo.

Aplicamos la Regla de Cramer para obtener el valor correspondiente de cada incégnita:

46 1 1
1066,10 18,51 35,83
. 6 1 I | _851,46+1066,10+214,98 -111,06—1648,18-1066,10
|4] —34,64
—692,80
=T,64=20

131




Ademas,

1 46 1
18,85 1066,10 35,83
-1 6 1 _1066,10-1648,18+113,10+1066,10-214,98 -867,10
g A ~34,64
_ 484,96 _ 14
—34,64
Y por ultimo:
1 1 46
18,85 18,51 1066,10
- -1 1 6 _ 111,06-1066,10+867,10+851,46 -1066,10-113,10
|4| ~34,64
_ 415,68 _ 12
—34,64

En consecuencia, la solucion es (20,14,12).

La solucién al sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas planteado para la situaciéon
problematica presentada en Agropatria, la hemos obtenido a través de tres métodos: reduccion,
Gauss-Jordan 'y Cramer. Naturalmente, hemos llegado a las mismas conclusiones.

Anteriormente destacamos que si det A=0, lo que podemos afirmar es que hay dos
posibilidades: que el sistema sea compatible indeterminado o incompatible. Vamos a utilizar
los dos sistemas adicionales al problema de Agropatria que se plantearon en el estudio del método
de Gauss-Jordan para aplicarle Cramer. Uno de ellos era el siguiente:

x—y+2z=1
1
X+z=—
2

x-3y+4z=2

Calculemos el determinante |A| del sistema:

-1 -1 2
|4=|1 0 1|=—-1-6+3+4=0
1 -3 4
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En consecuencia, como det 4 =0, lo que podemos afirmar es que el sistema es compatible
indeterminado o es incompatible. Al aplicar, tal como ya lo hicimos anteriormente, el método de
Gauss-Jordan arribamos a la conclusion que el sistema es compatible indeterminado, ya que tiene
infinitas soluciones.

El otro sistema que expusimos fue el siguiente:

2x+4y+z=1
4x+3y—-z=10
2x—y—-2z=6

Su determinante |4|es:

2 4 1
|4=]4 3 -1|=-12-8-4-6-2+32=0
2 -1 =2

;Qué podemos afirmar con respecto a este sistema?

Si aplicamos el método de Gauss-Jordan llegamos a la conclusién definitiva de que no tiene
solucién, por tanto es un sistema incompatible.

Actividades

1} Analicen los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, y resuélvanlos en R en caso de
ser compatibles.

x+2y—z=3 3x-2y+5z=-2 xX+y+2z=2

th {3x+8y+2z=7 th 1 2x+13y-z=1 th {2x-y+3z=1
4x-3y+4z=1 xX+y+2z=3 Sx—y+5z=1
Sx+3y+z+2w=1 xX+y+z—w=2

2x—y+z-w=3

. 2x—=y+3z+w=-1 2x—y+3z-2w=-1

LR
-
i
™

®
-

X+y+2z+2w=0
—3x+2y-2z+3w=2 x+y—z+w=_8
4x+y+5z+3w=3
2x+5y—z+5w=3 —x—-y+z+2w=3
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m Determinen el o los valores de a, a € R, para que el sistema dado sea: (i) compatible
determinado, (ii) compatible indeterminado, o (iii) incompatible.

X+y—z=2 x+y+z=1

of, 2x+2y+az:1 i —lx+y+zz—5
2

-

xX+ay+2z=3

2x+%y+%azz:7

;" Resuelvan el siguiente problema: una finca de Ospino, Estado Portuguesa, manejada por
un colectivo agricola, hizo tres compras, durante todo el afio 2011, de tres tipos de fertilizantes NPK
que produce PEQUIVEN: El Llanero, El Vigorizador y El Rendidor. En la primera compra adquirieron
20 sacos del El Llanero, 40 sacos de El Vigorizador y 30 sacos de El Rendidor, pagando un total de
Bs. 3.220. En la segunda oportunidad compraron 30 sacos de El Llanero, 20 de El Vigorizadory 50 de
El Rendidor, para un total de Bs. 3.800. En la tercera compra adquirieron 40 sacos de El Llanero, 30
de El Vigorizador y 20 de El Rendidor, por un monto total de Bs. 3.210. Si el precio por saco de cada
tipo de fertilizante se mantuvo sin variaciones durante todo el afo, jcual es el precio que tiene
cada tipo de fertilizante por saco?

Sistemas lineales homogéneos

Consideremos la siguiente ecuacion lineal: ax+by+---+cz=0. ;Qué podemos afirmar
con respecto al término independiente? Una ecuacion lineal como ésta se denomina homogénea.

Una ecuacion lineal de n incognitas es homogénea
cuando el término independiente es 0.

Consideremos el siguiente sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

ayx, +ayx, +---+a,x, =0

ay X, +ayx, ++a,x =0
a, x+a, ,x,+-+a, x =0

Como dicho sistema esta formado por m ecuaciones lineales homogéneas, afirmamos
entonces que es un sistema lineal homogéneo.
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Veamos como podemos resolver un sistema lineal homogéneo.

Consideremos para el estudio, la matriz 4 del sistema y la matriz ampliada con los términos
independientes (4"):

a, 4a, a, ay  dp a, 0

a, Qy a,, , | G Gy a,, 0
A= y A=

aml amZ amn aml am2 amn O

Evidentemente, la caracteristica o rango k de la matriz del sistema, r(A), es igual a

la caracteristica de la matriz ampliada, r(A'), ya que lo que estamos agregando en esta segunda
matriz es una columna nula. Por el Teorema de Rouché-Frobenius podemos afirmar que el sistema
lineal homogéneo es siempre compatible. Recordemos que la condicién necesaria y suficiente para
que un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sea compatible es que la caracteristica
o rango k de la matriz del sistema (matriz de los coeficientes de las incognitas) sea igual a la de
la matriz ampliada con los términos independientes.

Siguiendo a Rouche-Frobenius, tenemos que si la caracteristica tiene un valorigual al numero
de incognitas, k =n, entonces el sistema es compatible determinado.

En el caso de un sistema lineal homogéneo, por simple inspeccién, podemos afirmar que
siempre acepta la solucion: (0,0, 0,_,,,0), la cual se denomina solucion trivial, por tanto, en este
caso, esa seria la Unica solucion.

Si se tiene que k < n, entonces el sistema es compatible indeterminado.

Con base en lo considerado, por medio del Teorema de Rouché-Frobenius, afirmamos:

En un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incognitas, con 4 la matriz
del sistemay 7(A4) la matriz del sistema, se cumple:

r(A) = n = el sistema es compatible determinado = tiene solucion trivial Unica.
r(A) <n=> el sistema es compatible indeterminado => tiene infinitas soluciones.

Por tanto, un sistema lineal homogéneo nunca es incompatible. Argumenten esta
afirmacion y convérsenla con sus compaferas y companeros.
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Recordando lo planteado en la Regla de Cramer vimos que si det A=0, lo que podemos
afirmar es que hay dos posibilidades: que el sistema sea compatible indeterminado o incompatible.
En el caso de un sistema lineal homogéneo si det A=0 entonces podemos afirmar que el sistema
es compatible indeterminado. ;Por qué?

Estamos en condiciones de plantear que:

Un sistema lineal homogéneo es compatible
indeterminado si, y solamente si, det 4 =0.

Con las consideraciones hechas hasta ahora, tratemos de resolver el siguiente sistema:

2x+y-2z=0
x—4y+3z=0
S5x-y+2z=0

Procedamos a calcular el determinante del sistema:

2 1 -2
A=|1 -4 3 |=-16+15+2-40+6-2=-35%0
5 —1 2

Al resultar det A#0 entonces, por Cramer, el sistema homogéneo es compatible
determinado, por lo cual admite una soluciéon Unica. Es decir la solucion es la trivial: (0,0,0).

Resolvamos ahora el siguiente sistema:

x +2y+z =0
3x+y -2z=0
x -y —2z=0
Su determinante es:
1 2 1
A=|3 1 -2|=-2-4-3-1+12-2=0
1 -1 =2

Sabemos que si det A =0, entonces el sistema homogéneo es compatible indeterminado.
En consecuencia, tiene soluciones diferentes a la trivial. Debemos resolverlo utilizando el método de
Gauss-Jordan.
=
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Para ello debemos escribir la matriz del sistema:

2 1
31 2
I -1 =2

Sumemos, algebraicamente, el opuesto de la tercera fila
con la primera fila, nos queda:

1 2 1
31 =2
0 3 3

Tenemos, de la tercera ecuacién, que:

3y4+3z=0=>y+z=0=>z=-y

Tomando la primera ecuacién y considerando el resultado
anterior nos queda:

X+2y+z=0=2>x+2y-y=0=>x+y=0=>x=—y

Si consideramos que ¥ =1, teR, las soluciones del
sistema vienen dadas por:

I
|
-

N w
[
| o~
~

En el sistema que acabamos de resolver la caracteristica
de la matriz del sistema es de orden 2. ;Por qué? En
consecuencia, la tercera ecuacidon de ese sistema es
combinacién lineal de las otras dos y, por tanto, podemos
suprimirla y tendriamos un sistema equivalente, de dos
ecuaciones y tres incognitas:

X+2y+z=0
3x+y-2z=0
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Ahora, expondremos un método para resolver un sistema de ecuaciones homogéneas
donde el numero de ecuaciones independientes sea una unidad menor que el de incégnitas, es
decir un sistema de n—1 ecuaciones homogéneas independientes con n incoégnitas. Para ello,
consideremos el caso particular de un sistema homogéneo de dos ecuaciones independientes con
tres incognitas.

Sea el siguiente sistema:

a,x+a,y+a,z=0

a, x+a,y+a,,z=0

Como las dos ecuaciones son independientes, de acuerdo a una de las condiciones del

problema, la caracteristica del sistema es 2, es decir, r(A) = 2. Esto implica que, al menos, uno de
los menores de orden 2 es diferente de cero. Asumamos que:

a a
1 12
#0

ay dy

Considerando a z como parametro, el sistema anterior es equivalente a:

a,x+a,y=—a,z

Ay X+ Ay Yy =—0y Z

Y aplicando el método de Cramer:

a3z dp a; ap a, a;
Ay Z Ay ayy Ay ay Ay
x= =— z= z
ay  dp a, dp a,  dp
a, dy a, dy a, dy
ap a2 a4
ay; ay z a4y dy
y= = 4
a, dp a, dp
a, dy ay 4y
. z
Y haciendo t =——, nos resulta:
ay  dp
ay Ay
a, 4a; a,  dg a4y
X = t, y=- t, z= t
ay Ay a4y Ay a, dy
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Si los tres determinantes son distintos de cero, esas igualdades las podemos escribir como:

ay Ay a, dy

La aplicacion de esas expresiones nos da la solucion del sistema. Este método se puede
generalizar, siguiendo el procedimiento explicado anteriormente, para cualquier sistema de n—1
ecuaciones homogéneas independientes con n incognitas.

Apliquemos ese método para resolver el siguiente sistema:

3x =2y—-4z =0
2x +y —z =0

Utilicemos el método anteriormente descrito:

X . y _ z —
2 4 3 4 3 -2
1 -1 2 -1 2 1
Es decir:
o Y_Z_,
6 -5 7

En consecuencia, las infinitas soluciones del sistema compatible indeterminado son
los elementos del siguiente conjunto:

{(61,-51,71)/ 1 eR|
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Actividades

' Resuelvanen R los siguientes sistemas lineales homogéneos:

2x-y+z=0
xX+y+2z=0 rrE X+y+z—-w=0
. o |x+2y-3w=0 .
ta {3x+4y-3z=0 a ez dwel ta <2x+3y+z-2w=0
Sx—y+4z=0 6 0 x—z=0
X+y=

II Determinen para qué valor(es) de «, con a € R, los siguientes sistemas admiten soluciones
distintas a la trivial.

320 x+y+z=0
+y-3z=
Yy 4x+4y+aw=0
th {(2x—-y+2z=0 *ha
x+2y+z+(a—1)w=0
4x-ay+az=0
dx+az-4w=0

D Determinen para qué valor(es) de a, @ € R, |os siguientes sistemas tienen solucién Unica,
infinitas soluciones o no tienen solucion:

+ —z=2 l _|_l +l =1
X + 3y +2z=1 Ty TE= SX t Sy AoEs
1 1 1 1
ol x+2y —3z=4 f, x4+ —y +—z=— of, x+3y +2z=8
* y - 6 3y 6 2 - y

2x+6y+a’z=—a 2x+3y+(a@’~T)z=a+4

&) Analicen y resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Utilicen los métodos
gue ustedes consideren mdas adecuados en cada caso.

X+z=5 x+y-2z=13 x+2y—z+3w=1
th l3x44y 45226 sh {24y +3z=—4  fh [I¥FIy FIrw=2
—x—2y+3z=4 x—2y-2z=7 x+y+2z=1

2x+2y—-3z=3




!E" Resuelvan los siguientes problemas:

th
L

La suma de las edades de los proceres de la Independencia Venezolana: Antonio
José de Sucre, José Antonio Anzoategui y Santiago Marifio, dan un total de 121 afios.
El Mariscal Sucre vivié 5 afnos mas que el General Anzoategui. La suma de las edades
de Sucre y Anzoategui es una unidad menor que la edad que tenia el General Marifio al
fallecer. ;Cuantos afios vivieron cada uno de esos tres proceres?

Un colectivo agricola de Turén, Estado Portuguesa, necesita comprar tres tipos
de fertilizantes 4, B y C, que tienen contenidos de nitrogeno de 30%, 20% y 15%,
respectivamente. Deben mezclarlos para obtener 400 kg de fertilizante con un 25% de
nitrégeno. La mezcla debe contener 50 kg mas del tipo C que del tipo B. ;Cuantos kg
de cada tipo de fertilizante deben comprar? Si la presentacion de cada fertilizante viene
en sacos de 50 kg, jcuantos sacos de cada tipo de fertilizante necesitan adquirir?

Una de las grandes potencialidades de nuestro pais como miembro pleno
del MERCOSUR es la apertura de un mercado de mas de 300 millones de
personas; nuestros productos petroquimicos, en especial los fertilizantes,
representan una de las dreas en que puede cobrar forma el intercambio
y una fortaleza del conjunto de paises que lo conforman.




Las fotografias digitales

El mundo de la fotografia digital y del desarrollo tecnolégico ofrece un
sinnumero de aplicaciones para la Matematica. Las matrices, los sistemas de
ecuaciones, las transformaciones y en suma, los espacios vectoriales y el algebra
lineal, constituyen parte del soporte conceptual para el procesamiento de imagenes
fotogréficas. De hecho, una fotografia (o imagen digital) puede representarse con
una matriz que contiene los datos sobre cada uno de los pixeles que la conforman,
la palabra pixel se deriva de la expresidon picture element, y se corresponde con
la menor unidad homogénea en color que conforma la imagen. Naturalmente, esta
matriz queda encriptada en el dispositivo de almacenamiento, es decir, en la memoria
de la camara o memoria extraible y no suele escribirse como es comun, sino que
se emplea el sistema binario de numeracion, estudiado por ustedes en sexto grado
de Educacion Primaria.



En esta leccién abordaremos cierto tipo de trasformaciones geométricas realizadas
a las fotografias digitales, el concepto de transformacion lineal y algunas de sus propiedades.

Las transformaciones constituyen uno de los conceptos matematicos que permite
emprender proyectos como el reconocimiento de rostros, tal como se hizo recientemente
con el rostro de nuestro Libertador Simén Bolivar, y de huellas dactilares indispensables en
la identificacion de las y los ciudadanos y en los modernos sistemas de eleccién popular.

Las transformaciones geométricas

Dada una imagen en 2 dimensiones (2D) es comun transformarla geométricamente, es
decir, cambiar la relacion espacial entre cada uno de sus pixeles. En nuestro caso, estudiaremos un
tipo particular de transformacion geométrica, precisamente la que se asocia con la redistribucién
de los pixeles en el plano. Formalmente:

Sea (x,y) un punto de la fotografia, y por tanto,

del plano. Si el punto (x*,y*) esta relacionado con
el primero a través de una transformacion afin, esto

significa que las coordenadas de (x*,y*) se pueden

escribir de forma lineal en términos de las de (x, y). Con
esto, las ecuaciones que caracterizan tal transformacién
afin son:

x*=ax+by+r
Yi=cx+dy+s

Ahora bien, si r=s=0, tales ecuaciones
adoptan la forma de una transformacioén lineal:

x*=ax+by
y¥=cx+dy

Las cuales se representan en notacion matricial asi:

x*| la bl x

y*| e d]|ly

Para convencernos de ello basta multiplicar las dos matrices del
lado derecho de la igualdad y atender a la definicion de igualdad
de matrices.
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Sean V'y W dos espacios vectoriales. Una transformacion lineal de /" en ¥ es

unafuncion T :V — W tal que para cualesquiera vectores u'y vde V'y cualquier
escalar £:

T(u-l—v):T(u)-l-T(v)

T(ku) :kT(u)

Aqui hemos denotado los vectores con las etiquetas u y v. Por comodidad hemos suprimido
las flechas que acompanan a la notacién convencional.

Veamos unos ejemplos elementales.

Consideremos a V =W =R. Definamos la funcion T:R — R dada por la regla T(x):O.
Afirmamos que T es una transformacion lineal. Para comprobarlo debemos mostrar que se verifican

las dos condiciones descritas en la definicion anterior. En efecto, para dos vectores cualesquiera x
e y (en este caso, son numeros reales) se tiene que:

T(x+y)=0=0+0=T(x)+T(y)

y ademas
T(kx)zO:k-O:kT(x)

Esta transformacion se conoce como la transformacion lineal cero de R en R.

Otro ejemplo es el que sigue: sea el espacio vectorial de las funciones polindmicas
con coeficientes reales, es decir, R[x]. Definamos la funcion T:R—>R que a cada
polinomio  p(x)=a,+ax'+a,x’ +--+ax’+---+a, x"" +ax" le asigna el ndmero real
Dp(x) =la, +2a,x' +---+jajxj7] +---+(rz—1)a,,,1x"72 +na,x"" . La cual se denomina transformacion
derivacion. Veamos que es una transformacion lineal.

En primer lugar, escribimos los polinomios p(x) y ¢(x):

T(p(x)+q(x)) = T(ao +ax'+a,x’ +-+a, X" +ax"+by+bx' +bx*+---+b _x"" +bnx")
Seguidamente, los sumamos agrupando sus términos semejantes:

=T((a0+b0)+(al +b)x' +(a, +b,)x* +---+(a, +bn)x”)




Luego aplicamos la transformacién dada:

:l(al erl)xl_1 +2(a2 +b2)x2_] +---+n(an +bn)x"_l

Desagrupamos y asociamos convenientemente:

=la, +2a,x' +---+(n—-1)a, x"* +na,x"" +1b, +2b,x' +---+(n—1)b,_x"? + nb,x""

Finalmente, podemos expresar esta adicion como la suma de las transformaciones

7(p(x))y T(g(x)):
=7(p(x))+T(q(x))

Aun nos resta comprobar la otra condicion:
T(kp (x)) = T(k(a0 +ax +a,x’ ++a,_x"" +ax" ))
=T (ka0 +kax' +kax’ +--+ka _x"" + kanx”)
=lka, +2kayx' +---+(n-1)ka, ,x"* + kca x""

= k(la1 +2a,x' ++-+(n-1)a, x"” +na,x"" )

=kT(p(x))

Aqui multiplicamos el escalar & por el polinomio p(x), luego aplicamos la transformacion,
sacamos factor comun k 'y observamos que el otro factor es precisamente kT(p(x)).

Un tercer ejemplo: en el caso que expusimos al comienzo de esta seccidn, el espacio
vectorial V se identifica con el plano, y ademas, V' es igual a W, simbdlicamente: V=W =R>.
Y la transformacién geométrica es una funcién 7:R* — R* dada por la regla:

T(x,y) = (x*,y*) = (ax+by,cx+ dy)
Y es lineal, pues para cualesquiera puntos (x,y) y (Z, W):

T((x,y)+(z, )):T(x+z y+w)
X+z +b y+w) (x-l-z)-l—d(y-l—w))

ax+by,cx + dy) (az +bw,cz + dw)

=(a(
( x+by aZ+bw) (cx+dy)+(cz+dw))
(a
T

(x y)+T(z w)
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Ademas, para un escalar k cualquiera:

T (k(x.0)) =T (o, )
= (akx +bky, ckx + dky)
= (k(ax+by),k(cx+ dy))
= k(ax +by,cx+ dy)
= kT(x,y)

Aqui multiplicamos el escalar & por el vector (x,y), aplicamos la transformacién, sacamos
factor comun k en cada coordenada, aplicamos la definicién de la multiplicaciéon por un escalar y,

finalmente, notamos que la penultima expresion tiene la forma kT(x,y).

Grdfico 1. El empuje horizontal de un cuadrado (arriba) y una fotografia (abajo)




Habiendo ya probado que esta trasformacién es lineal podemos estudiar
la interpretacion geométrica de esta funcion. Para ello, supongamos que la matriz de

x* a bl x a b 1 2
coeficientes en y* = ¢ dly es|. 41 o 1Y Tadoptalaforma:

T(x,y)z(1x+2y,0x+ly)=(x+2y,y)

Asi que para un cuadrado o una fotografia, por ejemplo, esta transformacién
lineal se corresponde con un empuje de ésta en direccidon horizontal, tal
como se aprecia en el grdfico 1.

Una transformacion de este tipo aplicada a una fotografia se llama
sesgo horizontal.

Fijense que el punto (0,0) permanece invariante con
la transformacidn lineal, es un punto fijo. El punto (1,0) tiene
porimagen al punto (1,0) -también es invariante, el punto (0,1)
tiene porimagen a (2,1).Y la imagen de (1,1) es (3,1). En efecto:

T(0,0)=(1-0+2-0,0-0+1-0)=(0,0)

Naturalmente hemos mostrado solo las imdagenes de
los vértices del paralelogramo dado, ello nos da una idea clara
de la transformacion de esta figura. Pero deben tener presente
gue existen infinitos puntos en el paralelogramo e infinitas
imagenes asociadas a éstos.

Ya estamos en condiciones de exponer algunas de
las propiedades de las transformaciones lineales. Consideremos,
en lo que sigue, dos espacios vectoriales V'y W,y T
una transformacion lineal cualquiera de Ven W.

La imagen del vector nulo de V es el vector
nulo de W, es decir:

r(0)=0
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Una observacion previa: el 0 en el argumento de T es el neutro
aditivo en V, en cambio, el 0 en el lado derecho de la igualdad es
el neutro aditivo en W.Si V #W , entonces estos ceros son distintos.

Nutria Para demostrar esta propiedad consideramos un vector

cualquiera en V'y calculamos su imagen a través de 7, pero como
v=v+0, podemos escribir:

T(v) = T(v-l—O)
Y sabiendo que T es una transformacion lineal:
T(v)=T(v+0)=T(v)+T(0)

Ya con esto, con base en la ley de cancelacion, esta igualdad

implica que:
0=7(0)
Esto completa la demostracion.
prueba.
= Es por esta propiedad que el punto (0,0) ha quedado invariante a través de la T

que definimos.

La imagen del opuesto de todo vector de V' es el opuesto
de suimagen, simbdlicamente:

Para demostrar esta propiedad escribimos la imagen del vector 0 de V-
0= T(O) = T(v-l—(—v)) = T(v)+T(—v)

Esto garantiza que los sumandos en la ultima expresidn son opuestos, esto es:




Las transformaciones lineales preservan las combinaciones
lineales, esto es, para cualquier n de N:

T Zn:kivl. :Zn:kl.T(vl.)
i=l i=l

Les proponemos investigar sobre el método de induccion completa necesario para
demostrar esta propiedad.

Ahora bien, sabemos que T :V — W es una transformacion lineal si, y solo si, la aplicacién
T satisface las condiciones expuestas en la definicion dada al comienzo de la leccién. Pero nada
adicional se exige a la aplicacion T. Diremos entonces que:

:T= T es un monomorfismo si, y solo si, 7' es inyectiva.
th Tesun epimorfismo si, y solo si, T es sobreyectiva.
*ls Tes un isomorfismo si, y solo si, T'es biyectiva.

Adicionalmente, si V =W, la transformacion T se denomina endomorfismo; si este
endomorfismo es biyectivo se llama entonces automorfismo. En otras palabras, un automorfismo
es una transformacion lineal biyectiva de un espacio vectorial en el mismo espacio vectorial.

La transformacion T:R* —R* dada por la regla T(x,y):(x*,y*):(ax+by,cx+dy),
el ejemplo del sesgo horizontal de la fotografia, es un endomorfismo, lo que significa que es
una transformacion lineal del espacio R* en si mismo.

También resulta interesante pensar en qué transformacién generé cierta imagen. Por
ejemplo, dados sesgos que mostramos a continuacioén, les proponemos deducir la matriz de

coeficientes y la transformacion T correspondiente a cada caso. Conversen sus ideas con sus
companeras y companeros.

ez

Grdfico 2. Tres sesgos horizontales asociados a tres transformaciones lineales
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Por otra parte, desde ciertos graficos podemos estudiar si la funcién que le dio origen es
una transformacion lineal o no. Pongamos por caso el que sigue (vean el grdfico 3). AQui notamos
que el moédulo del vector u es la mitad del médulo del vector v. Y luego de la transformacion 7, el
modulo del vector imagen de u es dos tercios del médulo del vector imagen de v. Esta informacién
es suficiente para responder el planteamiento dado. j;Por qué? Lo que acabamos de expresar se
escribe simbodlicamente asi:

1 1
Si T fuese lineal entonces deberia suceder que T(u):T(—vj:ET(v). Pero esto no se
cumple, en consecuencia, 7'no es lineal.

Gridfico 3. Una transformacion que no es lineal

La propiedad que sigue es sumamente importante.

Sea T:V —W una transformacion lineal y sea B={v,v,,...,v,}
una base de V. Entonces el conjunto T(B)= {T(vl), T(v,),.., T(vn)}
es una base de laimagen de T.

Nota: la imagen de T, Im (T ) es el conjunto de todas las imdgenes
através de T.

150



Toftﬂga

prrot

Una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores
linealmente independientes (l.i.) que generan a todo el espacio.
La dimensién de un espacio vectorial es el nUmero de vectores que

hay en la base. Por ejemplo, una base del espacio vectorial R es
el conjunto B={(1,0),(0,1)} pues los vectores (1,0) y (0,1) son
Li., y ademas, cualquier vector de R’ se puede escribir como
combinacién lineal de éstos; efectivamente, si v es un vector

cualquiera de R* entonces:
V= (x,y) = x(1,0)+y(0,1)

Asi, la dimension de R? es 2.

Como advertiran, ésta no es la Unica base que genera a R?,
existen otras, mas bien infinitas.

El teorema dado nos dice que si un conjunto de vectores
es [i. en V, y ademas, generan a V, entonces las imagenes de
tales vectores son Li. en W, y generan a la imagen de 7. Esta sera
la estructura de la demostracién.

Seaw un vector de W que esta en laimagen de T. En tal caso,

debe existir un vector v en V' que verifique T(v) =w. Como B es
una base de V, el vector v es una combinacion lineal de los v.. Asi,
hay escalares k , tales que:

v=kv +kyv,+-+kyv,

Ahora aplicamos la transformacién lineal T:

T(v)=T (kv +ky, +--+kyv,)
=T (kv )+T (k) +---+T(k,v,)

Lo que garantiza que T(v):w es combinacion lineal de
los vectores T'(kv,), con 1<i<n.Esto significa que si w est4 en
la imagen de T, entonces w esta generado por T(B). Llamemos
a este resultado (1).

Por otra parte, si w es generado por T(B), deben existir
escalares k, tales que:

w=kT(v)+kT(v,)++kT(v,)

151




Y como T es lineal:

w=T (kv + kv, +-+k,v,)

donde su argumento esta en ¥ (por ser un espacio vectorial). En consecuencia, w esta en laimagen
de T. Este resultado lo llamamos (2).

Por (1) y (2), concluimos que el conjunto imagen de T es igual al espacio generado por
T(B).Y el teorema esta demostrado.

El niicleo de 7, denotado por N(T), es el conjunto N(T)= {v eV:T(v)= 0} :
El nucleo suele denominarse también kernel de T.

Por ejemplo, en la transformacion que representa el sesgo horizontal de la fotografia,
el nucleo adopta la forma:

N(T):{(x,y)eRz: T(x,y):(x+2y,y)=(0,0)}

Pues asi definimos a T en aquella ocasién. Ademas, el vector 0 en R* posee la forma (0,0) .
Ello nos conduce a resolver el sistema de ecuaciones

x+2y=0
y=0

Lo cual es inmediato. Aqui x=y=0. Como este sistema tiene una Unica solucién hay
un unico elemento en el nucleo de 7, precisamente el vector (0,0) .Y podemos escribir:

N(T)={(0.0)

Pero en el caso de la transformacion cero, el nucleo de T es todo el espacio vectorial
V' (el dominio de 7). Ustedes deben argumentar el por qué de esta afirmacién. El nucleo de
una transformacion lineal 7 entre espacios vectoriales y la imagen de T son en si mismo espacios
vectoriales. Les invitamos a investigar y discutir sobre estas dos propiedades.

Otra propiedad importante se conoce como el Teorema de Sylvester, veamos.
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Teorema (de Sylvester). Sean /'y W dos espacios vectorialesy T:V —> W
una transformacion lineal. Si 7 es de dimensidn finita, entonces:

dim V =dim N (T )+dim Im (T )

La dimensidon de un espacio vectorial ' de
dimensidn finita es la suma de las dimensiones del nucleo
de Tydelaimagende T.

Por ejemplo, sea T: R* — R** la transformacién
lineal definida por:

T(x’y){ 0 x+y}

x+y 0

Sabemos que dimR* =2 . Si deseamos conocer
dimIm (T), una via es aplicar el Teorema de Sylvester,
esto es, requerimos conocer dim N (T):

0 0

N(T):{(x,y)GRZ: T(x’y):[o O}}

0 + 00
Pero, T solamente cuando y=-x.Por esta razén:
x+y 0 0 0

N(T) 2{(x,y)e]R2 : T(x,y) :{O 0}}2 {(x,—x)e ]RZ}
Ahora bien, este espacio vectorial es generado por un unico vector, por ejemplo, por (1,-1).

En consecuencia, la dimension del nucleo de Tes 1.

Y de acuerdo con el Teorema de Sylvester:

dim Im (T):dim V —dim N(T)=2—1 =1
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De hecho:

In(T)={T (x )}

{ 0 x+y
= s x,yeR
x+y 0

0 1
X+y) cx,yeR
1 0

0 1
Con esto vemos que el vector | o genera al espacio vectorial Im(T).

Hasta ahora hemos mostrado transformaciones que se asocian con sesgos horizontales
del plano (que ilustramos con la idea de la fotografia). Una pregunta natural en este punto es si
los sesgos verticales son o no transformaciones lineales —ello se propone como actividad al final
de esta leccion. Ahora bien, ;las rotaciones del plano son transformaciones lineales? Tal
transformacién asocia al punto P un punto Q que se obtiene de rotar a P alrededor del origen con
un angulo fijo @ en el sentido contrario a las agujas del reloj; esto es,

Te(P)ZQ

El subindice @ indica que en la transformacion se ha fijado este angulo. El grdfico 4
muestra esta idea. En él apreciamos que OQ = OP =r, ya que el giro deja invariante la distancia de

un punto y su imagen con respecto al origen. Pero, ;cudl es la forma explicita de la transformacion
X, Y . X Vs .

T? Notemos que cosa ==, sena ==L Ademds cos B =-2, sen B === Estas cuatro expresiones
r r r r

son equivalentes a x, =rcosa, y =rsena, x,=rcosf, y y,=rsenf. Otra informacion
importante es que S =a+86 . Por tanto, basandonos en las férmulas elementales del seno y del

coseno para la suma de angulos:

cos B =cosacos@—sena senl

sen f =sena cos 0+ cosa senl

. L Oso Frontino
En consecuencia podemos escribir:

x, =rcos f
=r(cosacos@—sena sent)
=cos@(rcosa)—send(rsena)

=cos@x, —senly,




, 0=T(P)=(x,»)

Y, por otra parte,

v, =rsenf} r

=r(sena cos O+ cosasen@)

b2 P=(x,y)
=(rsena)cos@+(rcosa)send 0

=y, cos @+ x,sent r

=sen0x, +cosb y, =

O x2 xl

Grifico 4

Con todo esto, la forma explicita de la transformacién lineal T es:

T(x,»)=(x,,y,)=(cosOx, —senby,,senOx, +cosb y,)

que es lineal, pues tiene la estructura de las transformaciones afines:

x*=ax+by+r
Yi=cex+dy+s

perocon r=s=0.

En resumen, las rotaciones del plano que dejan invariante al punto origen son
transformaciones lineales.

gje x ge X

Grdfico 5. Este tipo de rotacion se vincula con una transformacion lineal

155




Actividades

ﬂ (Es la siguiente transformacioén lineal? Si la respuesta es no, argumenten por qué. En
cambio, si la respuesta es si, encuentren la transformacion lineal y la matriz de coeficientes.

ge x gje x

'D Encuentren la transformacion T: R? — R tal que T(1,0)=(8,-3) y T(0,1)=(-1,-5).

;i} Repitan la actividad anterior pero esta vez con las condiciones: Tva de R* en R’ tal que
T(1,0,-1)=(1,0), T(-11,0)=(0,1) y T(0,1,1)=(L1).

ﬂ ;Qué representan las transformaciones planteadas en (3)?
ﬂ Sean los espacios vectoriales R? y R?.Lafuncion T: R®* - R? definida por:
T(x,%,,%,) = (x1 — X3, X, —x3)
es una transformacion lineal [verifiquese]. ;Cual es su interpretacién geométrica?
ﬁ Investiguen si las siguientes funciones representan transformaciones lineales:

ts Sean 'y W dos espacios vectorialesy T: V' — W definida por T(x) =1.
s T:R >R definida por T (x)=ax+b.

the T:R” > R definida por T(x,,x,) = x,x,.

th T:R* - R* definida por T'(x,,x,)=(x,,2x, - x,) .
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i T:R—R* definida por T(x)=(x,2x).
th T:R® > R definida por T(x,,x,) :(xlz,xzz).

0 X+

‘D Demuestren que T: R* — R*>? definida por T'(x, y) :{ y} para todo (x,y) e R?,

X+y
es una transformacion lineal. ;Es T inyectiva o sobreyectiva?

m En cada caso hallen una base para Im (T) y N(T) , Yy comprueben el teorema de Sylvester:
T:R — R” definida por T'(x)=(x,2x)

.!H} Investiguen qué otras aplicaciones tienen las transformaciones lineales en areas como
la Fisica, Quimica, Biologia, Electricidad, e incluso, en la Informatica y Computacion. Ademas,
preparen una exposicion en su Liceo asi como en otros espacios de la comunidad.
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Los modelos matematicos para la toma de decisiones

Buena parte de nuestras acciones diarias, tanto individuales como colectivas,
ameritan tomar decisiones que sobrepasan el alcance de la intuicion, las cuales
requieren un analisis cuidadoso de las opciones con las que contamos. La Matematica
nos aporta diversos instrumentos que pueden sustentar esta tarea, tal es el caso de
la programacion matematica. Este modelo proporciona una vision cuantitativa
acerca del problema y la mejor decision posible. En nuestro caso, programacion se
entendera como la mejor combinacién de valores que pueden tomar las variables que
intervienen en la situacién en estudio.

En ciertos problemas, para seleccionar una opcién, deben verificarse varias
condiciones al mismo tiempo, justo la idea que seguiremos a lo largo de esta leccion.



Estudiaremos entonces algunos problemas, en el ambito de la programacién lineal, con
la finalidad de ilustrar este modelo matematico como soporte para la toma de decisiones;
aunque al final les propondremos problemas en otros contextos con el objeto de ampliar
el panorama de aplicacién de esta herramienta y método.

Transporte de alimentos

Una unidad productiva desea distribuir pescado y platanos. Para ello cuentan con
camiones de dos tipos: un camién, del tipo 4, tiene un espacio refrigerado de 20 m’ y
un espacio no refrigerado de 40 m?; el otro camioén, del tipo B, posee una capacidad de 30 m?
de refrigeracién y 30 m* no refrigerados. Ellos desean transportar una cantidad de pescado
equivalente a 300 m* y una cantidad de platano que equivale a 400 m*, y usar para ello ambos
camiones. Si la asignacién que se le da a cada conductor por viaje es de Bs. 525, jcudl es
la menor cantidad de viajes que debe hacer cada camidn para distribuir toda la produccién a
un costo minimo? Esta pregunta es medular, y como advertiran se presenta en multiplicidad de
situaciones cotidianas.

Para resolver este problema, organicemos esta informacién en una tabla que nos permita
comprender la situacion:

Tabla 1. Datos sobre el problema dado.

Digamos que:

tha x,: es el niumero de viajes que realiza el camion tipo x.

* . Ve . . . .7 .
s x,:es el numero de viajes que realiza el camion tipo y.

Entonces podemos establecer las siguientes relaciones, que en nuestro caso tienen que
ver con las restricciones de capacidad de cada camion:

Con respecto al espacio refrigerado
tenemos lo siguiente:

(Restriccion 1)
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Con respecto al espacio no
refrigerado nos queda:

(Restriccion 2)

Como el numero de viajes que daria cada camion no puede ser negativo, pues no tiene
sentido hablar de -1 viajes o -3 viajes, entonces x, y x, no toman valores negativos, es decir:

x20y x,20
(Restricciones 3y 4)
Ademas de estos datos, sabemos que cada viaje en cualquiera de los camiones tiene

un costo de Bs. 525. Podriamos entonces establecer una expresién para el costo de distribucion
de estos alimentos en funcién del nimero de viajes de cada camién. Veamos:

A esta funcion la llamaremos funcion a optimizar.

También podemos escribirla asi:

z=525-(x,+x,)

Donde z es un numero que tomard el valor del costo calculado.

En nuestro caso, el valor 6ptimo del costo de distribucién debe ser el minimo. Por lo tanto,
necesitamos minimizar el valor de esta funcion.
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Podriamos escribir nuestro problema como sigue:

Encontrar los valores de x; y x, que minimizan z = 525-(xl +x2), sujeto a las restricciones:

D 20x, +30x, >300 D 40x,+30x, > 400

ﬂ' x 20 'ﬂ x,20

Las expresiones en (1) y (2), se conocen como inecuaciones con dos variables.

Una desigualdad como la siguiente:

ax,+bx, <c, cona,b,ceR

o cualquier expresién de la forma anterior que, en lugar de
la relaciéon <, incluya a la relacién <, se conoce con el nombre
de inecuacion lineal de dos variables.

Para resolver una inecuacion lineal dos variables se deben encontrar todos los pares

ordenados (xl,xz) para los cuales se cumple la desigualdad. Por lo tanto, la solucion de
una inecuacion lineal de dos variables tiene por representacion grafica una region del plano.

Veamos como resolvemos la inecuacion (1) de nuestro problema:

Debemos encontrar los puntos (x,,x,) tales que 20x, +30x,>300. En un sistema de
coordenadas, los valores de x, corresponden al eje x, y los valores de x, corresponden al eje y.

Primero describiremos el conjunto de puntos que satisfacen la igualdad 20x, +30x, =300;
esta expresion corresponde a una recta que “divide” al plano en dos regiones.

Como sabemos, para graficar la recta 20x,+30x, =300, basta ubicar dos de sus
puntos; en nuestro caso hallaremos los puntos de corte con los ejes: Para x, =0, tenemos que:
20(0)+30x, =300 =>30x, =300.
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Conlo cual x, =%= 10. Asi, el punto
(0,10) esta en la recta dada. Para x, =0,
tenemos que: 20x, +30(0) =300 = 20x, =300.
Asi, x, :32ﬂ=15. Por tanto, el punto (15,0)

esta en la recta dada.

Grdfico 1. La recta 20x, +30x, =300

La recta nos ha dividido el plano en dos regiones. Veamos cual de las dos regiones
satisface la inecuacién. Tomemos un punto de cada regién y evaluemos si cumple con
la desigualdad o no.

Tomemos el punto (0,0) que queda por debajo de la recta, tal como se observa en
la gréfica anterior. Si sustituimos estos valores en la expresion de la inecuaciéon tenemos:

20(0)+30(0)>300
0>300

Pero, no es cierto que 0 es mayor o igual a 300. En consecuencia, podemos inferir que
los puntos que estan debajo de la recta no cumplen con la desigualdad.

Ahora evaluemos el punto (10,5) que esta por encima de la recta, como pueden ver en
la gréfica. Al sustituir estos valores en la inecuacién nos queda:

20(10)+30(5) > 300 = 200 +150 > 300
350>300

Como vemos, este punto si cumple con la desigualdad. Por lo que la regiéon solucion de
la inecuacién es la que se encuentra por encima de la recta.

.~ Ahora hagan la prueba con otro par de puntos, que se encentren por encima o por debajo
de la recta, y comprueben que nuestra conclusién acerca de la regién solucién de la inecuacion
es correcta.




La gréfica de la regién solucion es:

20x, + 30x, =300

Grdfico 2. La regién solucion de la inecuacién 20x, +30x, =300

Ahora emplearemos el mismo procedimiento para obtener la regiéon solucién de
la inecuacion (2): 40x, +30x, > 400 .

En primer lugar, hallemos el conjunto de puntos que satisface laigualdad 40x, +30x, =400,
que como vemos es la ecuacion de una recta.

Para x, =0, tenemos que: 40(0)+30x, = 400 = 30x, = 400.

. 400 40
Con esto podemos escribir que x, = ¥:> X, =—

4
Obtenemos entonces el punto (O,?Oj.

Para x, =0, tenemos que: 40x, +30(0) = 400 = 40x, =400-
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Asi, x, = % = x, =10. Entonces, el punto (10,0) esté en la recta dada.

Grdfico 3. La recta 40x, +30x, = 400

Ahora que la recta ha dividido el plano en dos regiones, escogemos un punto de cada una
para evaluarlo en la inecuacién:

40x, + 30x, > 400
Tomemos el punto (5,5), que se encuentra debajo de la recta. En este caso:

40(5)+30(5) > 400 = 200+150 > 400
350 > 400

Pero no es verdad que 350 es mayor o igual que 400. De donde, esta region no satisface
la inecuacion planteada.

Sustituyamos ahora el punto (10,5) que se encuentra encima de la recta:

40(10)+30(5) > 400 = 400 +150 > 400
550> 400

Este punto si satisface la desigualdad planteada. Entonces, podemos decir que esta region
es solucion de la inecuacion.

—=“ Prueben con otro par de puntos que se encentren por encima o por debajo de la recta para
comprobar que llegamos a la conclusion correcta acerca de la region solucién de la inecuacion.

B
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Observen la gréfica solucion de la inecuacion 40x, +30x, > 400.

40x, +30x, > 400

Grdfico 4. La regién solucién de la inecuaciéon 40x, +30x, > 400
Hemos resuelto las dos inecuaciones que representan las restricciones 1 y 2 de nuestro
problema. Pero debemos recordar que todas las restricciones deben cumplirse simultaneamente,
por lo que debemos buscar la regiéon del plano que cumpla con: (1) 20x, +30x, >300,
(2) 40x, +30x, 2400, (3) x, 20,y (4) x, 20 simultdaneamente.

Para encontrar las soluciones simultaneas debemos intersecar las regiones.

La interseccion de las regiones solucion de 1y 2 se puede observar en la siguiente gréfica:

Region solucion

Gridfico 5. Interseccion de las regiones solucionde 1y 2
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Pero como sabemos, por las restricciones (3) X, 20 y (4) x, 2 0, esto implica que nuestra
region del plano queda limitada al primer cuadrante (en el que ambas componentes de los puntos
son positivas). Veamos:

0 40 L, .
20x, +30x, = 300 R >y Region factible

40x, + 30x, = 400

P,(15,0)

Gridfico 6. Interseccion de las regiones solucion de 1, 2, 3 y 4

Esta region del plano que satisface todas las restricciones del problema la llamaremos
region factible.

Como ven, la regién factible se encuentra acotada inferiormente por las rectas
20x, + 30x, = 300, 40x, + 30x, = 400, por el eje de las abscisas (x,= 0) y por el eje de las ordenadas
(x,= 0). Mientras que superiormente no estad acotada. Podemos observar que los puntos P, P,
y P, son los vértices de la region factible. Es importante que conozcamos todos estos vértices
pues debemos evaluar la funcién a optimizar, z = 525-(x1 +x2) ,en cada uno de ellos.

En la grafica 6 notamos que se conocen los vértices Py P,, sin embargo, no se conocen
las coordenadas de P,, solo sabemos que es el punto de interseccion de las rectas 20x, + 30x, = 300

y 40x, + 30x, = 400. Pero esto es suficiente para hallar sus coordenadas.

Debemos entonces resolver el sistema formado por ambas ecuaciones.




Lo haremos empleando la reduccion gaussiana (revisen las lecciones 4y 5 de este libro):

20x, +30x, =300 20 30 [300
=
40x, +30x, =400 |40 30 [400

20 30 [300 ~20 0 |-100 1 [1 05 1 05
hF-F Fi-ooh F,:40F + F,
40 30 [400 [———| 40 30 | 400 20 |40 30 [400 || 0 30 |200

10]5

F :—F =x=5yx, =—
230201? 1 Yy X 3

20
Hemos obtenido las coordenadas del vértice que faltaba: P, [5,?)

Ahora vamos a evaluar la funcion a optimizar, la del costo de los viajes de los camiones,

z=525-(x, +x,), en los vértices de la region factible:

40
Para R, (O,?) nos queda:

22525-(0+?j

_5p5.40_21.000
30003
=7.000

20
Al sustituir P, (5,?j , tenemos:

z=525-[5+?j

_5p5.35 _ 18375
3003
=6.125

Id-



Por Ultimo, hallamos el valor de z para P,(15,0) :

z=525-(15+0)
=525-15
=7.875

Recuerden que queremos minimizar el costo de distribucién de los platanos y el pescado,
gue en este caso estd representado por z. Por lo tanto, el punto de la regién factible que satisface
todas las restricciones y nos da el menor valor, el valor 6ptimo, para z es })2(5, 20 j

Noten que estos valores de z dan origen a una familia de rectas que pasan por algunos
puntos de la region factible, éstas son:

525x, +525x, =7.000
525x, +525x, =6.125
525x, +525x, =7.825

La grédfica de cada una se muestra de seguidas.

525x,+525x, = 6.125
525x, +525x, = 7.000
525x, +525x, = 7.825

z=17.825
z="7.000
z=16.125

Grdfico 7. Rectas que pasan por los vértices de la region factible
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. , 20 20
El valor 6ptimo z = 6.125 se obtiene en el punto £ [5?j ,enelque x, =5y x, = 3 =~ 0,6.
Es decir, que el camioén tipo x debe realizar 5 viajes, pero como obviamente el camion tipo y no

puede realizar 6,6 viajes lo redondearemos a 7 viajes.
Debemos entonces recalcular el costo del transporte. Con estos datos nos quedaria:
X =5y x,=7 = z=525-(5+7)=525-12=6.300

Se puede concluir entonces, que para transportar los platanos y el pescado a un costo
minimo de Bs. 6.300, se deben hacer 5 viajes con el camién tipo x y 7 viajes con el camién tipo y.

El modelo matematico que acabamos de aplicar se conoce
como programacion lineal.

La Panaderia

Una panaderia produce pany tortas. Elaborar una torta de un kilogramo requiere 1 hora de
hornoy 2 horas de preparacion/decoracion. Para obtener un kilogramo de pan se necesita 0,5 horas
de horno y 0,5 horas de preparacion. En un dia determinado se dispone de 12 horas de hornoy 16
horas de preparacion/decoracién. Puesto que la panaderia obtiene un beneficio de Bs. 3 por cada
kilogramo de pan, y el beneficio es de Bs. 40 por cada torta de un kilogramo, ;jcual deberia ser la
politica de produccién de esta panaderia?

Para plantear las desigualdades requeridas es util organizar la informaciéon en una tabla
como la que sigue.

Tabla 2. Datos del problema sobre la produccion en la Panaderia.
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Para formular un problema en términos de programacion lineal
es necesario definir las variables de decision y la funcién objetivo ( z ).
En este caso las variables son las siguientes:

x,: cantidad de Kilogramos de pan.
x,: cantidad de Kilogramos de torta.
z:ganancia de la venta de pan y de torta.

Entonces, x, y x, son las variables de decision y el objetivo es
escoger sus valores de forma tal que se maximice la ganancia (funcion
a optimizar), que en nuestro caso es:

z =3x, +40x,

Los datos del cuadro implican que cada kilogramo de pan
producido usara 0,5 horas de hornoy 0,5 horas de preparacién, mientas
que cada kilogramo de torta necesita 1 hora de horno y 2 horas de
preparacién/decoracion.

Esto se puede expresar a través de las siguientes desigualdades:

1+ Asociada al tiempo de horneado:

0,5x, +x, <12

ta. Relacionada con el tiempo de decoracién/preparacion:
0,5x, +2x, <16

Y como los kilogramos de produccion no pueden ser
negativos, es necesario restringir las variables de decision x, y x
para que no sean negativas:

2

x20y x,20

A estas desigualdades se les llama restricciones de signo o de
no negatividad. Resumiendo, el enunciado matematico del problema
anterior sera:

Encontrar los valores de x, y x, que maximizan z =3x, +40x,,
sujetos a las restricciones,

0,5x, +x, <12
0,5x, +2x, <16

x20;x,20
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Este problema tiene solamente dos variables de decision, x, y x,, asi que podemos
resolverlo graficamente.

Recordemos que las restricciones de no negatividad limitaran la regién factible al primer
cuadrante del plano (en el que ambas variables son positivas).

Ahora representaremos en el plano las regiones solucion de las inecuaciones:

0,5x,+x, <12
0,5x, +2x, <16

Para ello, representamos primero la recta que corresponde a la desigualdad:

0,5x, +x, <12

Es decir,

0,5x, +x, =12

0,5x, +x, =12

Grdfico 8. La recta 0,5x, +x, =12

Como vemos, el plano ha quedado dividido en dos regiones. Para determinar la region del
plano asociada a nuestra desigualdad lineal, solo necesitamos dos puntos. Tomaremos el punto
(10,15), que se encuentra por encima de la recta, y el punto (5,5), que se encuentra por debajo.

=
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En estos casos:
t% Para el punto (10,15) nos queda,

0,5(10)+15<12 = 5+15<12
20< 12

Pero no es cierto que 20 sea menor que 12. Por lo tanto, podemos generalizar y concluir que
la region del plano que contiene este punto no cumple con la desigualdad.

1 Al sustituir (5,5) tenemos,

0,5:(10)+2-10<16 = 5+20<16
25<16

Este punto satisface la desigualdad. Por lo tanto, la region del plano que se encuentra
por debajo de la recta si satisface la desigualdad.

Observen la grafica que representa la regién solucion de la inecuacién.

Grdfico 9. Region solucién de la inecuacion 0,5x, +x, < 12
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Ahora, en la misma grafica, representemos la regién solucién de la inecuacion
0,5x, +2x, <16 . Empecemos representando la recta 0,5x, +2x, =16.

0,5x, +2x, =16

Grifico 10. Region solucién de la inecuacién 0,5x, +2x, < 16

Si tomamos como referencia a la recta 0,5x, +2x, =16, vemos que el plano ha quedado
dividido en dos regiones. Seleccionaremos un punto de cada regién para evaluarlo en la inecuacién
dada y determinaremos la regién solucién. Tomaremos el punto (10,10), gue se encentra por
encima de la recta, y el punto (10,5), que se encuentra por debajo, tal como se observa en
la grdfica 10.Veamos.

t%a Con el punto (10,10) nos queda:

0,5-10)+2-10<16 =5+20<16
25<16

Pero no es cierto que 25 sea menor que 16. Entonces, en general, la regién del plano
gue contiene este punto no cumple con la desigualdad.

175




ths Sustituyendo (10,5) tenemos:

0,5.(10)+2.(5) <16 =5+10<16
15<16

Como este punto satisface la desigualdad, la region del plano que se encuentra por debajo
de la recta es solucién de la inecuacion.

P,(0,8)
P

3

Region Factibl
Pl (0,0) egién Factible P2 (24.0)

Grdfico 11. Las regiones solucion de las inecuaciones 0,5x, + x, <12 y 0,5x, + 2x, <16

La regidén factible se encuentra acotada inferiormente por el eje de las abscisas (x, =0)
y por el eje de las ordenadas (x, =0). Mientras que superiormente estd acotada por las rectas
0,5x, +x, =12y 0,5x, +2x, =16.

Vértices de la region factible

En la representacién grafica podemos identificar tres de los cuatro vértices de la regién
factible. Los vértices a los que nos referimos son los puntos donde las rectas cortan al eje x, y al
¢je x,: P,(0,8), P,(24,0) y el origen R(0,0). Las coordenadas del vértice restante se obtienen
al resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{O,le +x, =12 (ecuacion 1)

0,5x,+2x, =16  (ecuacion 2)
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Solucion del sistema de ecuaciones

Elegimos eliminar la variable x , asi que multiplicamos la ecuacién 2 por -1. Luego, sumamos
las dos ecuaciones y determinamos el valor de x, .

0,5x,+ x, =12
—0,5x, —2x, =16 .—||_ Multiplicando la ecuacién 2 por -1 .—lJ

—x. =—4 -
X, .—Il_ Sumando las dos ecuaciones .—j

Multiplicando por -1 cada miembro

x, =4 Q—II_ de laigualdad 0—|J
0,5x,+4=12 o—ll_Sustituyendo x, =4 en la ecuacion 1 .—l_l
x =16 0—||_ Despejando x, .__ll

De esta manera llegamos al vértice que nos estaba faltando cuyas coordenadas son
P,(16,4). En este caso los vértices que forman parte del conjunto solucién del sistema
de inecuaciones:

0,5x, +x, <12
0,5x, +2x, <16
x 20

x, 20

son R (0,0), B,(0,8), P,(16,4) y P,(24,0).

Ahora vamos a evaluar las coordenadas de los vértices de la region factible en la funcién
a optimizar, recuerden que su ecuacion es z =3x, +40x,, para de esta manera conocer el punto
que nos permite obtener el valor 6ptimo de este problema, es decir, la mayor ganancia.
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Para £,(0,0) tenemos lo siguiente:

3x,+40x,=3-0+40-0
3x,+40x,=0

Entonces z =0 . Es decir, la ganancia diaria de la panaderia al no producir pan ni torta sera
Bs. 0.

Sustituyendo P, (0,8) en la funcién a optimizar obtenemos:

3x, +40x, =3-0+40-8
3x, +40x, =320

En este caso se observa que si la panaderia produce diariamente 8 kilogramos de tortay 0
kilogramos de pan la ganancia seria de Bs. 320, es decir, z=320.

Al evaluar P, (16,4)en la funcion objetivo, nos queda:

3x, +40x, =3-16+40-4
=208

En este caso z =208 . Entonces, la ganancia al producir 16 kilogramos de pany 4 kilogramos
de torta sera de Bs. 208.

Para finalizar, analicemos qué sucede con P, (24,0):

3x, +40x, =3-24+40-0
=72

La ganancia que obtendria la panaderia al producir 24 kilogramos de pan y 0 kilogramos
de torta seria de Bs. 72.

De acuerdo con los resultados que nos arroja el modelo que hemos construido, la panaderia
obtendra la mayor ganancia produciendo 0 kilogramos de pan y 8 kilogramos de torta. Ahora
bien, sabemos que no tendria sentido una panaderia que no produzca pan pues hasta su nombre
se debe a este alimento. Imaginen que todas las panaderias del pais decidan dejar de producir
pan y dedicarse solamente a la produccién de torta; sin duda estarian incurriendo en un acto que
solamente estaria mediado por el principio de la obtencion de la mayor ganancia en detrimento
de la satisfaccién de las necesidades de la poblacién. Ademads, de avanzar hacia la modificacién de
los patrones y costumbres alimenticias de los ciudadanos y ciudadanas de nuestro pais.
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En tiempos recientes, en Venezuela, ha ocurrido que algunas empresas han desaparecido
las presentaciones tradicionales de arroz y harina de maiz para justificar la aparicion de arroces
y harinas saborizadas y de esta manera incrementar sus ganancias y zafarse de los controles
legales para detener la especulacién. En buena medida, este proceso especulativo se debe a que
nuestro pais esta inmerso, aln, en un modelo econdmico que convierte en mercancia hasta la mas
sentida de las necesidades. Es importante conocer cuales son las motivaciones que tienen algunas
empresas a la hora de decidir sus politicas de produccién dentro de un contexto histérico, politico
y cultural. Para ello, les recomendamos estudiar y discutir, entre otros, los escritos de Carlos Marx,
Istvan Mészaros y Luis “Ludovico” Silva.

Considerando lo anterior y para que la panaderia pueda satisfacer las necesidad de pan
que pueda tener la comunidad en la que se encuentra ubicada, el mencionado establecimiento
tendra que tomar la decisiéon de producir 16 kilogramos de pan 'y 4 kilogramos de torta para
obtener una ganancia de Bs. 208. Es decir, x, = 16, x, = 4 y el valor 6ptimo z = 208.

Actividades

D Representen graficamente la desigualdad.

1
:T. x<5 :1'. y<—5 :1'. 4x -2y <8

th 5x-3y>10 th 3x+4y+12>0 th y<x+3

2 Para cada region del plano dada, planteen una desigualdad cuya solucion sea
la region sombreada.
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D Representen graficamente la solucién del sistema de inecuaciones. Ademas, determinen
las coordenadas de los vértices y si el conjunto solucion es acotado o no.

x20 x20
>0 x>5 >0
:Tl. Y :TJ. y< 10 :Tl. Y
6x+10y <30 y<5
x—y>8
3x+2y<9 S5x+y <10

Inecuaciones de segundo grado

Hasta el momento hemos estudiado problemas de programacion matematica, en los que
las restricciones y la funcién a optimizar son lineales. Este tipo de problemas son muy frecuentes
y estan vinculados con un amplio rango de aplicaciones, pero en ocasiones ocurre que en la vida
se tienen que enfrentar problemas cuyos modelos no son lineales. Cuando la funcién objetivo,
las restricciones, 0 ambas, no son lineales se dice que se trata de un problema de programacion
no lineal.

En este apartado de la leccion estudiaremos las inecuaciones de segundo grado con dos
variables, y de esta manera dejar “la mesa servida” para que se interesen por estudiar las diversas
y medulares aplicaciones de la programacion no lineal.

Iniciaremos nuestro recorrido analizando la gréfica de la desigualdad y <x*+1 . Al igual
que en las inecuaciones lineales con dos variables, representamos primero la pardbola y = x* +1,

que dividira el plano en dos regiones.

Ahora tomamos un punto sobre la pardbola y uno que se encuentre debajo de ella, para ver
cual de los dos cumple con la desigualdad planteada. Veamos:

i P,(1,3)
y=x"+1

P,(0,0)

Grifico 12. La pardbola y =x" +1




Tal como observan en la gréfica, el punto P (1,3) se encuentra encima de la parabola.
Al sustituir en la desigualdad tenemos:

3<17+1
3<2

Pero no es cierto que 3 sea menor o igual a 2. Por lo tanto, la regién que se encuentra
encima de la parabola no es solucion de la inecuacion. Ahora sustituimos P,(0,0), que se
encuentra debajo de la parabola. Nos queda:

0<0°+1
0<1

Este punto si cumple con la desigualdad. Entonces, la region del plano que contiene a este
punto si es solucion de la inecuacion.

_ L Lagrdfica 13 muestra el conjunto solucién de la inecuaciéon y < x* +1 .
ta. Con base en esta grafica respondan a las siguientes preguntas:
%« ;El punto (1,2) pertenece al conjunto solucién de la inecuacién? ;Por qué?

¢Todos los puntos de la parabola y = x> +1 estan en el conjunto solucién de la inecuacion
y<x*+1 2;Por qué?

Una inecuacion del tipo:
ax" +bx" <c con myneZ* u{O} ya#0,b#0,enlaque:

(i) Sim =2 entonces 0 <n <2, 0 bien,
(if) Sin=2 entonces 0 <m < 2.

o cualquier expresién de la forma anterior que, en lugar de la relacién <,
incluya a <, se conoce con el nombre de inecuacion de segundo grado
de dos variables.

e . .z . . 2 . .z
Ahora, jcudl es el conjunto solucion de la inecuacién y>x"+1 ? En esta inecuacién
. . . 2
y es mayor (estricto) que x, por lo que los puntos que satisfacen la igualdad y =x" +1 no forman
parte del conjunto solucion de la inecuacion.
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Tomemos P, (1,3) ,porencima,y P, (0,0) por debajo de la parabola, para ver cual de los dos
cumple con la desigualdad, y determinar el conjunto solucion:

Para P,(1,3) tenemos:

3>17+1
3>2

B (1,3) cumple con la desigualdad. Por lo tanto, la region que contiene a este punto es

solucion de la inecuacion.

Sustituyamos P, ((),0) nos queda:

0>0°+1
0>1

Es obvio que 0 no es mayor que 1. Asi que la regién que se encuentra por debajo de
la parabola no es solucion de la inecuacion.

La regién del plano que representa el conjunto solucion se expone en el grafico 14.

Grifico 13. La region solucion de y < x* + 1 Grdfico 14. Region solucion de la inecuacion y > x° + 1

_L- Con base en éste, respondan a las siguientes preguntas:
ta (Elpunto R, (1,3) pertenece al conjunto solucion de la inecuacion?

s ;La expresion y > x* +1 define una funcién de R en R? ;Por qué?
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.« A partir de las siguientes graficas planteen, para cada caso, una desigualdad cuya solucion
sea la region sombreada:

Sistema de inecuaciones

Ahora estudiaremos algunos sistemas de inecuaciones con dos variables, donde al menos
una de las desigualdades es no lineal. Veamos el siguiente ejemplo:

X —y>0
x+y<3




Representaremos cada una de las desigualdades en el mismo plano para obtener
el conjunto solucién del sistema, que sera la interseccién de las regiones del plano que
representan las inecuaciones dadas.

Regidn solucion

X —y>0 {f—yZO

x+y<3
Grdfico 15

La region solucion del sistema de inecuaciones dado anteriormente es la interseccion
de las dos desigualdades.

_ L ¢El conjunto solucién es acotado superiormente? En caso de ser afirmativa su respuesta
indica la ecuacion de la(s) curva(s) o recta(s) que lo acota(n).

Actividades

D Representen graficamente la solucion del sistema de desigualdades e indiquen si el conjunto
solucion es acotado o no:

x<0
x>0 ¥ = y—120 x’—y<0 <
-‘*J. y >0 "TJ. - "TJ. 1 !'T‘_ Y= 0
* x—y<-=5 * 2L y<6 *
y<9—-x° g 2y_ y=4
x> +2y<14
=



3 Una embotelladora utiliza tres concentrados de mango, naranja y parchita para hacer dos
jugos mezclados: mango-naranja y mango-parchita, que se venden en cartones de medio litro.
El beneficio es de Bs. 3 por cada cartén de mango-naranjay Bs. 2,50 por cada medio litro de mango-
parchita. Cada mezcla se hace colocando cantidades iguales de cada uno de los concentrados que
la componen. La cantidad de concentrado disponible es de 100 medios litros de concentrado de
mango, 70 medios litros de concentrado de parchita y 70 medios litros de concentrado de naranja.
(Cuadl sera la politica de produccion que debe tener la embotelladora para aprovechar al maximo
los recursos?

:’ Una escuela prepara un trabajo de campo en el que participaran 350 personas (entre
estudiantes, representantes, profesores y profesoras). La empresa de transporte tiene 8 autobuses
de 32 puestos y 10 autobuses de 54 puestos. El alquiler de un autobus grande cuesta Bs. 1.080, y
el de uno mediano Bs. 640. ;Cuantos autobuses de cada tipo se deben alquilar para que el costo de
la excursién sea el minimo? ;Cuanto costaria el transporte para el trabajo de campo?

'n En una carpinteria fabrican mesas y sillas. Cada mesa requiere 2,5 horas para cortar
las maderas, y una hora de ensamblaje. Cada silla requiere 1,5 horas para el corte de las
maderas y 1,5 horas de ensamblaje. Se disponen de 12 horas para el corte de madera y 8
horas para el ensamblaje cada dia. Formulen un sistema de desigualdades que describa todas
las combinaciones posibles de mesas y sillas que se pueden fabricar cada dia. Representen
graficamente el conjunto solucién.




El poliedro de Caracas

Seguramente, ustedes habran escuchado hablar de un lugar llamado
el Poliedro de Caracas. Efectivamente es un lugar destinado para la presentacion de
diversos eventos culturales, de entretenimiento, e incluso, deportivos. Fue inaugurado
en el afo 1974 y actualmente en el ano 2012, le hicieron importantes trabajos de
modernizacion, siendo uno de los motivos fundamentales el desarrollo del torneo
Preolimpico de Basquet que se jugo en julio de 2012. El techo o cupula esta formado
por tridngulos cuyos vértices se inscriben en una esfera, esto es lo que se conoce
como cuapula o domo geodésico. Esa esfera geodésica es un poliedro, este nombre
proviene del griego, polys (multiples) y hedra (cara).



Los poliedros estan presentes en diversas obras arquitecténicas. Una muestra importante
de ello es la obra del arquitecto catalan Albert Gaudi. En una de sus creaciones mas conocidas, tal
es el caso de la Iglesia de la Sagrada Familia, ubicada en Barcelona, Espana (grdfico 1), se pueden
observar diversos detalles que corroboran esta afirmacion.

Los poliedros presentes en las torres de la Iglesia La Sagrada Familia, de Gaudi, asi como
algunas de sus intersecciones fueron el motivo del afiche que conmemord, en el 2000, Aho
Mundial de las Matematicas en Catalufa, Espana.

Para proseguir el estudio de estos objetos geométricos tridimensionales
debemos estudiar algunas de sus caracteristicas esenciales, las cuales son objeto
de esta leccion.

Grdfico 1. Poliedros en la iglesia
La Sagrada Familia de Gaudi
Barcelona, Espaiia
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Los angulos diedros

Si tenemos dos rectas en un plano y
ellas se intersecan, se forman cuatro angulos, tal
como se muestra en el grdfico 2. Consideremos
ahora dos planos en el espacio que se intersecan
en una recta. Esto se puede representar a través
de dos hojas de papel donde una de ellas
pasa a través de la otra, como en el grdfico 3.
La recta que resulta de la interseccién de los dos
planos divide a cada plano en dos semiplanos
que tienen un borde comun (en el grdfico 3 en
color rojo). De este modo podemos visualizar
cuatro figuras las cuales se forman entre dos
caras planas de las hojas de papel, tal como
se muestra en el grdfico 4. Cada una de esas
figuras se denomina angulo diedro. Por lo
tanto, estamos en condiciones de exponer
la siguiente definicién:

Un angulo diedro es una figura formada
por la unién de dos semiplanos de borde
comun, no estando esos semiplanos
sobre el mismo plano. El borde comun
recibe el nombre de arista y la unién del
borde con cada uno de los semiplanos son
llamadas caras o lados del angulo diedro.

_L ldentifiquen, por lo menos, tres angulos
diedros que observen en su entorno.

Grdfico 2. Angulos determinados por dos rectas

Grdfico 3. Uno de los casos de la interseccion de dos planos

Grdfico 4. Angulo diedro




Los angulos poliedros

Tomen un cubo cualquiera y observen uno de sus vértices (como les mostramos en
el grafico 5). ;Cudntas caras planas concurren en cada uno de sus vértices?, y, jcuantas aristas
concurren en cada vértice? En efecto, se tienen tres caras planas concurriendo en un mismo
vértice. Existe, entonces, una regidon del espacio que estd limitada por esos tres planos; a esa
region la denominaremos angulo poliedro. En el caso particular que estamos estudiando lo
denominaremos angulo triedro o, simplemente, triedro. El punto de interseccion de las tres caras
planas del cubo donde concurren también tres aristas o semirrectas, lo denominaremos vértice. En
consecuencia, decimos que:

Un angulo poliedro es la region del
espacio limitada por tres o mas planos
gue se cortan mediante semirrectas
gue concurren a un mismo punto
denominado vértice.

Gridfico 5. Angulo triedro

Fijense en el triedro y respondan las siguientes preguntas:

t’a ;Por cuantas caras esta formado el triedro?
*fa ;Cuantos angulos diedros tiene?
ts ;De cudntas aristas esta formado?

Tal como ustedes deben haber respondido, el triedro estd formado por tres diedros, tres
caras y tres aristas. Es decir, tiene el mismo nimero de caras y de diedros que de aristas. Esta es
una propiedad extensible para todo angulo poliedro. Por lo tanto, podemos decir que:

Un angulo poliedro tiene el mismo ndmero
de caras y de angulos diedros que de aristas.

Otra propiedad importante de los poliedros es que la suma de los angulos interiores de
las caras que se encuentran en cada vértice, en cualquier angulo poliedro, debe ser menor que
360°, de manera que la figura “se cierre”, es decir que no sea plana.

L J . . , .
i Den varios ejemplos de angulos poliedros que observen en su entorno.
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Avancemos hacia los poliedros

Nosotros podemos observar objetos como los que mostramos en el grdfico 6. Cada uno
de ellos puede ser asociado con distintos cuerpos geométricos o sélidos. ;Podemos afirmar que
la superficie de todos ellos esta limitada por caras? De acuerdo con su respuesta debemos descartar
el balén de futbol. De los objetos restantes, debemos preguntarnos ;la superficie de los mismos
esta limitada por poligonos, es decir todas sus caras son poligonales? Asi, descartamos la lata, pues
no verifica la propiedad anterior. Entonces, los ladrillos y la pirdmide de las figuras son sélidos cuya
superficie estd formada por cierto niUmero de caras poligonales. Estas figuras reciben el nombre
de poliedros.

Grdfico 6

Un poliedro es un solido cuya superficie esta ;
limitada por cierto nimero de caras poligonales.



Elementos de un poliedro

Las caras, aristas, vértices, diagonales, angulo diedro y angulo poliédrico son los elementos
que se distinguen en un poliedro (veamos el grdfico 7).

Cara

Diagonal

Angulo poliédrico

Angulo diedro
Vértice
T Arista

Grdfico 7. Elementos de un poliedro

A lo largo de esta leccidon ya hemos definido los términos de: dngulo diedro, caras, arista,
angulo poliedro y vértice. ;Recuerdan la definicidon de diagonal de un poligono? Vamos a extender
esa idea de diagonal de un poligono para el caso de los poliedros, lo cual haremos por medio de
la definicidn que sigue.

La diagonal de un poliedro es un segmento que
une dos vértices que no pertenecen a la misma cara.

Actividades

0 (Cudntas diagonales pueden trazarse en el poliedro de la figura anterior?

D Represéntenlas graficamente y conversen sobre ello con sus compaferas y compaieros.

B
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Gridfico 8. Ejemplos de cuerpos poliédricos y no poliédricos

t!a ;Qué caracteristica diferencia a los cuerpos del diagrama anterior?
t!a Consideren ahora los poliedros presentados en el grdfico 9, ;cuales de ellos pueden “apoyar”
cada una de sus caras sobre el plano?
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A los que cumplan con esa condicién los llamaremos poliedros convexos. A aquellos
que presenten alguna cara que no puede ser apoyada, totalmente sobre el plano, los [lamaremos
poliedros concavos. Observamos también que para todo poliedro convexo el segmento que
une dos puntos cualesquiera del interior del poliedro esta totalmente contenido en el interior del
poliedro. Por el contrario, para un poliedro céncavo, un segmento que une dos puntos del interior
del poliedro puede no estar totalmente contenido en su interior. Verifiquen esta ultima condicién,
trazando para los poliedros concavos de la figura, un segmento que ilustre esa situacion.

El resto de nuestra leccion se dedica a los poliedros convexos.

Grifico 9. Poliedros convexos y céncavos

Los interesantes poliedros regulares

Existen unos poliedros muy especiales que han ocupado la atencion de matematicos,
cientificos, filésofos y artistas a lo largo de gran parte de la historia de la humanidad. Estos son
los llamados poliedros regulares: cubo, tetraedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Se les
conoce también por el nombre de sélidos platénicos, en honor al filésofo griego Platén (siglo IV
a.C.). Platon los cita en su obra Timeo. Algunos historiadores afirman que tres de esos sélidos (cubo,
tetraedro y dodecaedro) fueron identificados por la escuela pitagdrica (siglo V a.C.), y los otros
dos (octaedro e icosaedro) por discipulos de Platén, quienes asignaron un significado mistico a
los cinco poliedros regulares con los que se consideraban los cuatro elementos naturales primarios:
fuego, tierra, aire y agua. Se relacioné el tetraedro con el fuego, el cubo con la tierra, el octaedro con
el aire y el icosaedro con el agua. El dodecaedro o relacion6 con un quinto elemento: el Universo.
Observen que este ultimo poliedro tiene caras pentagonales, el cual fue muy importante para
los griegos desde el surgimiento de la escuela pitagorica.
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Pero, jqué es un poliedro regular?

Les invitamos a realizar la siguiente actividad con un tetraedro como el que les mostramos
en el grafico 10.

tha ;Cudntas caras tiene ese poliedro?

tla ;Como son las caras del poliedro?

ta ;COmo se llama el poligono que

constituye a dichas caras?

tls ;Podemos afirmar que las caras son
poligonos regulares congruentes?
iPor qué?

» ;Cuantas aristas concurren en cada

uno de los vértices?
Grdfico 10

Con base en sus respuestas debemos haber obtenido que el tetraedro esta formado por
cuatro caras, donde cada una de ellas es un tridngulo equilatero, es decir, sus caras son cuatro
poligonos regulares congruentes y en cada uno de los vértices concurren tres aristas, es decir
para cada vértice concurre el mismo numero de aristas.

Investigacion

_L~ Indaguen junto con sus companeras y compafneros si esas dos caracteristicas se verifican en
los otros cuatro poliedros regulares.

_L~ Intenten elaborar una conjetura, es decir un enunciado que se cumpla para los cinco
poliedros regulares.

En consecuencia, afirmamos que:

Un poliedro es regular si todas sus caras son
poligonos regulares congruentes y en cada
vértice concurre el mismo numero de aristas.

Actividades

D (Cuantos poliedros regulares existiran? Para realizar esta actividad vamos a requerir cartulina,
tijeras y goma de pegar.
=
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2 Organicense en grupos pequefios de tres o cuatro estudiantes.
Usemos triangulos equilateros

Respondamos a la pregunta, comenzando con el poligono regular de menor numero de
lados, es decir el triangulo equilatero. Vamos a dibujar en una cartulina varios triangulos equilateros,
al menos 32, todos iguales, tal como se muestra en el grdfico 11. Procedamos a cortar los triangulos
equilateros y doblamos las pestanas, que usaremos para pegar. Vamos entonces a construir
un poliedro regular cuyas caras son triangulos equilateros. Ya conocemos que en cada vértice del
poliedro deben concurrir el mismo nimero de aristas, y en consecuencia el mismo numero de caras.
(Cuantos y cuales casos pueden darse? Recuerden que la suma de las medidas de cualquier angulo
poliedro debe ser menor que 360°.

En funcién de lo anterior tendremos tres
casos para la concurrencia de las caras: tres, cuatro
y cinco triangulos equilateros. ;Qué ocurriria si
concurriesen seis tridangulos o mas? Tendriamos que
como cada angulo del tridngulo equilatero mide
60°, la suma de los angulos de ese angulo poliedro
seria, como minimo, 6-60°=2360°. Ya conocemos
que esto no es posible por la propiedad de que esa
suma siempre es menor que 360°, porque si fuese
mayor la figura “no cerraria”.

Grdfico 11

Veamos qué ocurre si en cada vértice concurren tres triangulos equildateros: tomen tres
triangulos de cartulina de los que ustedes han cortado y procedan a pegarlos utilizando las pestafas
construidas para tal fin. ;Cuantos triangulos necesitan para terminar de armar el poliedro? Para
ello necesitan un tridngulo equilatero mas. Han formado un poliedro regular de cuatro caras, han
construido el Tetraedro.

Ahora, qué ocurrira si en lugar de tres
triangulos en cada vértice concurren cuatro triangulos
equildteros. Tomen cuatro tridngulos de cartulina de
los que ustedes han cortado y procedan a pegarlos
utilizando las pestafas construidas para tal fin.
(Cuantos triangulos mas necesitan para terminar de
armar el poliedro? Asi, se requieren cuatro triangulos
equilateros mas. Han formado entonces un poliedro
regular de ocho caras, han construido el Octaedro
(grdfico 12). Grifico 12
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Al hacer la actividad para la concurrencia en cada
vértice de cinco triangulos equildateros, deben haber
construido un poliedro regular de 20 caras, conocido como
Icosaedro (ver grdfico 13).

Usemos cuadrados

Vamos a basarnos en el poligono regular de 4 lados:
el cuadrado. Dibujemos seis cuadrados en la cartulina,
todos congruentes, tal como se muestra en el grdfico 14.

Grdfico 14

(Cuanto mide cada angulo interior del cuadrado?
;Cual es el maximo numero de cuadrados que pueden
concurrir para construir un poliedro regular? Tendriamos
que como cada angulo del cuadrado mide 90°, pueden
concurrir tres cuadrados ya que si fuesen cuatro la suma
de los dngulos de ese angulo poliedro seria 360°, lo cual
sabemos que no es posible. No pueden ser dos cuadrados
ya que no tendriamos formado un d&ngulo poliedro.
Por tanto existe un caso y solamente uno. Al hacer
la construccion tendran el Cubo o Hexaedro, poligono
regular de seis caras, como mostramos en el grdfico 15.

Grdfico 13

Gridfico 15

196



Usemos pentagonos

Para la construccidon siguiente
utilizaremos poligonos de cinco lados:
pentagonos regulares. Vamos a dibujar
en la cartulina doce pentagonos, todos
congruentes, con pestanas iguales que
en el grdfico 16.

Grdfico 16

(Cuanto mide cada angulo interior del pentagono regular? ;Cudl es el maximo numero de
pentagonos que pueden concurrir para construir un poliedro regular?

Actividades

ﬂ Tracen un pentagono regular, dividanlo en el menor niumero de tridngulos que puedan y
con sus conocimientos sobre la medida de los angulos internos de un triangulo, deduzcan cual es
la medida de los angulos internos de un pentagono, en nuestro caso, un pentagono regular.

Zl' Socialicen sus deducciones con sus compaferas y companeros y determinen si su conjetura
se cumple para cualquier pentagono.

Veamos ahora como se puede llegar a una conjetura que permita saber cuanto mide cada
angulo interno de un pentagono regular. Recordemos que un pentagono regular tiene cinco lados
y cinco angulos de igual medida, y se puede dividir en tres triangulos. Como ya sabemos que
lasumadelosangulosinternos de untridngulo es 180°, entonces 3-180° = 540°. Es decir, que lasuma
delos angulos internos de un pentagono sera igual a 540°, como en este caso estamos hablando de
un pentagono regular y sabemos que todos sus angulos tienen igual medida, entonces:

540°+ 5=108°
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| 36°
72° o
Porlo tanto, cada angulo del 108
pentagono regular medira 108°, Ao
como observamos en el grafico 17.
n,)‘oo 36
108 36°
Gridfico 17

Entonces, si cada angulo del pentagono
mide 108°, en cada vértice del poliedro pueden
concurrir un maximo de tres pentdgonos ya que si
fuesen cuatro, la suma de los d&ngulos de ese angulo
poliedro seria, 4-108°=432°, lo cual sabemos que
no es posible. Al hacer la construccién tendremos
que la concurrencia se verifica con tres pentagonos
y tendran el Dodecaedro, poligono regular de
doce caras, como observamos en el grdfico 18.

Grdfico 18

Investigacion

.« Si la suma de los dangulos internos de un triangulo es 180°, la de los angulos internos de
un cuadrado 360° y la de un pentagono es 540°. ;Cuanto es la suma de los angulos internos
de un Hexagono regular?

.~ ¢Pueden elaborar una conjetura que nos permita saber cuanto es la suma de los angulos
internos de un poligono de n nimero de lados?

En un hexagono regular los angulos internos miden 120°, ;por qué? Como en un vértice
deben concurrir al menos tres caras, tendriamos un angulo poliedrode 3-120° =360°, lo que resulta
imposible como ya sabemos. Por lo tanto, para cualquier otro poligono regular con seis lados o
mas, como sus angulos internos miden 120° o mas, tenemos la imposibilidad de su construccion.
Concluimos entonces que existen solamente cinco poliedros regulares convexos.
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Actividades

D La formula de Euler para poliedros. En los poliedros que se dan en el grdfico 19, cuenten
el nimero de caras, vérticesy aristas, y escriban los resultados en sus cuadernos (en una tabla similar
alaN®1).

Grdfico 19

Ahora, procedan a realizar las siguientes operaciones para cada poliedro y anoten
los resultados en la fabla 1:

%+ Sumen el numero de vértices (V) mas el nimero de caras (O).
[ ] . ’ .
tia Sumen dos unidades al nUmero de aristas (4).

Tabla 1. Férmula de Euler para poliedros.
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;Qué relacion pueden establecer entre esos dos resultados? Podemos observar que para
cada uno de esos poliedros convexos, se cumple que:

V+C=2+4

Esta relacion se conoce como la Formula de Euler en honor al matematico suizo Leonhard
Euler. Esta igualdad es cierta para todos los poliedros convexos y por tanto es un Teorema.

:ﬂ Euler y los poliedros regulares. En una actividad anterior,
lograron demostrar que solo existen cinco poliedros regulares. Ahora
gueremos invitarles a demostrar esa afirmacion, desde un punto de
vista algebraico. Para ello, haremos uso de la férmula de Euler que
enunciamos en la actividad inmediatamente anterior.

Consideremos un poliedro regular. Acordemos las siguientes
identificaciones en el mismo:

C: numero de caras

V: numero de vértices

A: numero de aristas

n: numero de lados de cada cara
m. numero de aristas concurrentes
en un mismo veértice

Utilizando los cinco poliedros regulares, y las identificaciones dadas, copien y completen (en
sus cuadernos) la tabla 2.

Tabla 2. Férmula de Euler y los poliedros regulares.
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iQuérelacion hay entren Cy24,en cada
caso? ;Y entre m V'y 24 en cada caso? Veamos:

nC=24 (1)
mV =24 (2
De (1) y (2) tenemos que:

nC=mV

Si despejamos A4 de la ecuacién (1)
obtenemos que:

4="=
2

Despejando V' de la ecuacién (2)
y sustituyendo 24 segun (1) nos queda:

Tenemos que la Férmula de Euler es:

C+V=A4+2

Sustituyan en la Férmula las expresiones
para Ay V que se han obtenido. Debe quedar:

C+£:£+2
m 2

Si multiplicamos por 2m ambos
miembros de la igualdad, obtendremos:

2mC+2nC=mnC+4m

Aplicando propiedades de la adicién
y sacando factor comun, tendremos:

2mC+2nC—-mnC=4m
C(20n+n)—mn)=4m




Despejando C de la igualdad anterior:

B 4m
2(m+n)—mn

Reflexionen por unos momentos y respondan junto a sus companeras y companeros
las siguientes interrogantes:

tia ;Cudl es el menor numero de lados de un poligono regular?
‘..

'a- ;Cual es el menor numero de aristas que concurren en un vértice de un poliedro?

-

La respuesta es 3 en cada caso.

Actividades

Utilizando la expresion obtenida, consideremos cuantas caras tenemos si:

ﬂ n=3,m=3
Si sustituyen los valores de m y n en
la expresidon que obtuvimos para C, tendremos

que C =4.

;Qué poliedro se obtiene en este caso?
Este es el Tetraedro.

D n=3ym=4.

Se obtiene C = 8 y estaremos en
presencia del Octaedro.
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m n=3ym=5.

Obtenemos C = 20 y estaremos en
presencia del Icosaedro.

!} {Qué sucedera sin =3y m = 6? ;Obtendremos
algun poliedro regular? Justifiquen la respuesta.

!E" Consideremos ahora que el nimero de lados de
la cara del poliedro sea un poligono regular de cuatro
lados (cuadrado). Utilicemos el menor nimero de aristas
que pueden concurrir en un vértice de un poliedro.
iQué ocurre sin=4y m=3?El valor de Cseraigual a 6
y estaremos en presencia del Cubo o Hexaedro.

El' (Qué sucederd si n = 4 y m = 4?7 ;Obtendremos algun poliedro regular? Justifiquen
su respuesta.

D Consideremos ahora que el numero de lados de
la cara del poliedro sea un poligono regular de cinco lados
(pentagono). Utilicemos el menor numero de aristas que
pueden concurrir en un vértice de un poliedro. ;Qué ocurre
sin=5ym =37 El valor de C serd igual a 12 y estaremos en
presencia del Dodecaedro.

n iSera posible que el nimero de lados de la cara de un poliedro regular sea de seis lados
(hexagono)? Prueben con n = 6 y m = 3. ;Qué obtienen? ;Qué concluyen? Han demostrado,
entonces, algebraicamente, que solamente existen cinco poliedros regulares.
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La radio, alcance maximo de transmision y cobertura

La radio es un medio comunicacional que permite la transmision, emision y/o
recepcién de datos, signos o sonidos. La palabra radio proviene del latin radius, cuyo
significado es rayo de luz. El nombre del aparato electrénico que se usa para escuchar
musica y/o noticias es un apécope de radiorreceptor (aparato que recibe rayos
eléctricos y lleva informacion acustica). Es importante sefalar que los radiorreceptores
reciben rayos eléctricos desde otro aparato llamado radiotransmisor. Ese
radiotransmisor es un punto de conexion electrénico que, con el apoyo de una antena
o torre detransmision, propaga ondas electromagnéticas de corto o largo alcance
con informacién acustica.



El Estado venezolano, con el objetivo de consolidar el proceso comunicacional
independentista y soberano de nuestro pais, ha lanzado al espacio exterior el satélite artificial
VENESAT-1, también conocido como Satélite Simoén Bolivar, y ha recuperado la Compania
Anénima Nacional Teléfonos de Venezuela (CANTV), dos acciones sociopoliticas importantes
para el apoyo e impulso a medios comunicacionales alternativos, tales como las radios
y las televisoras comunitarias.

La Ley de Responsabilidad de Radio y Television, promulgada el afio 2004, sefala que
estos medios deben difundir mensajes “dirigidos a contribuir con el desarrollo, la educacion para
la percepcion critica de los mensajes, el bienestar y la solucién de problemas de la comunidad de
la cual formen parte”. Las Radios Comunitarias se convierten asi en los dispositivos irradiadores
de informacién util e importante con los que cuenta la sociedad venezolana para contrarrestar
y minimizar los procesos de alienacion ideoldgica con la que se pretende privatizar la humanidad
y la naturaleza en general, y asi contribuir a la consolidacion de la hegemonia popular mediante
procesos educativos que liberen al oprimido de ideas antidialégicas, mediante el auge de
la conciencia critica y reflexiva.

En abril de 2012 el Ministerio del Poder Popular Para la Comunicacién y la Informacion,
entregd a representantes de 35 emisoras comunitarias, igual nimero de kits radiofénicos
especiales para activar el sistema de interconexion nacional y 12 kits de equipos diversos para
colectivos radiales. Con la entrega de estos equipos radioféonicos las radios comunitarias aumentan
su alcance o radio de accion de 2 km a 10 km aproximadamente.

Los habitantes que se encuentran a una distancia menor o igual a 10 km de una Radio
Comunitaria podran oir sus trasmisiones (ver grdfico 1). Quienes se encuentran a 10 km de
distancia estan justo en la frontera del alcance de la radio, esta frontera se asocia a un concepto
matematico muy importante: la circunferencia.

Pasemos a revisar este concepto, conocido por ustedes desde la Educacion Primaria:

Grdfico 1. Alcance de una radio comunitaria en Petare
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La circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de todos
los puntos P del plano cuya distancia » a un punto C
llamado centro es constante.

SiP,P,P,P,..,P,..son puntos de la circunferencia

y si C es el centro de la misma, entonces:
CP:CP] :CP2 :(jP3 :--:CPn =..=p

Grdfico 2. La circunferencia de centro C
yradior

Veamos ahora algunos teoremas que nos permitiran comprender a mayor profundidad tal
lugar geométrico:

Teorema 1. Ecuacion Ordinaria de la Circunferencia. La ecuacion de la circunferencia de
radio 7, centro C(h,k) y que contiene al punto P(x, ), es:

(x—h)2 +(y—k)2 =r?
Demostracion.

Sabiendo que, C(h,k) es el centro y P(x,y) un punto cualquiera de la circunferencia (ver
grdfico 2), la distancia de C a P es:

CP = \/(x—h)2 +(y —k)2 O—II_ Aplicando el Teorema de Pitagoras ._|J

Con lo cual:

Porser CP=r

r:\/()c—h)2+(y—k)2 .—||_ .—lJ

Asi:

Elevando al cuadrado ambos miembros

P =(x—h)2+(y—k)2 .—ll_ de laigualdad ._lJ




P(xy)

X

Gridfico 3. Punto P(x,y) de la circunferencia de centro C(h,k)

Veamos en los grdficos 4 'y 5, un ejemplo de cédmo graficar una circunferencia de radio 'y

centro C(h,k). Consideremos la circunferencia en la que la medida de su radio es 3 y el centro es

el punto de coordenadas C(—2,3) .

Ce--
) 4
- T 4
Grdfico4 @ |
c ¢ —®
C
A
Grdfico5 @ ]

En un sistema de coordenadas ubicamos
el punto C(-2,3).

Con el compas hacemos centro en C
con una abertura de radio 3 unidades
y trazamos la circunferencia.
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La ecuacién ordinaria de la circunferencia que acabamos de representar se obtiene
sustituyendo r=3y C(-2,3) en (x=h) +(y—k) =r:

3 =(x—(-2)) +(y-3)’
De la expresidn anterior se tiene que:
9=(x+2) +(y-3)

.~ Grafiquen y hallen la ecuacion ordinaria en cada uno de los casos que se presentan
a continuacion.

Teorema 2. Ecuacion Canodnica de la Circunferencia: la circunferencia de radio », centro en
el origen 0(0,0) y que pasa por el punto P(x,y) , tiene por ecuacion:

l"2 :x2+y2

Demostracion: resulta sencillo sabiendo que C(h,k) = O(0,0) y sustituyendo esos valores
en(x— h)2 +(y —k)2 =77, de acuerdo con el teorema 1.

Teorema 3. Ecuacion General de la Circunferencia:
la circunferencia de radio r, centro C(h, k) y que contiene
al punto P(x,y), tiene por ecuacion:

D=-2h
x> +y*+Dx+Ey+F =0,donde{ E = -2k
F=h+k>—r’

La demostracion la pueden realizar si desarrollan
el teorema 1 de la circunferencia. Haganla con ayuda de
sus companeras y companeros.
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Ecuacion General de una circunferencia conociendo su centro
y su radio

Hallemos ahora la ecuaciéon general de la circunferencia de centro C(_2,3) y cuyo radio
es r=3.

En el dltimo ejercicio resuelto vimos que: (x+2)" +(y—3)" =9.
Ahora calculamos los cuadrados indicados: x* +4x+4+ 3> —6y+9 =09,

Restamos 9 a ambos miembros de la ecuacion, ordenamos y agrupamos los términos
semejantes: x* + > +4x—6y+4+9-9=9-9.

Obtendremos asi la ecuacion general de la circunferencia de centro C(—2,3) y radio r = 3:
¥ +y’ +4x—6y+4=0.

Actividades

0 {Cémo harian para determinar la ecuacién de la circunferencia si solamente tienen como
informacion el centro y un punto de ésta? Discutanlo con sus companeras y companeros.

Zl' Hallen la ecuacion general de las siguientes circunferencias de las cuales se da su centro C
y un punto P:

D En el grdfico 6 los puntos
A, B 'y C representan los lugares
desde donde trasmiten tres radios
comunitarias; si sus coordenadas
en el plano cartesiano son las que
muestra el grdfico 6 y si las lineas
verticales y horizontales contiguas
tienen una separacién de 1 unidad,
calculen el alcance y la ecuacion
general de la circunferencia que se
corresponde con el alcance maximo
de cada emisora radial. Ademas,
investiguen qué sucede cuando las
sefales de dos emisoras que estan
en la misma frecuencia se cruzan. Grdfico 6. Alcance de tres radios comunitarias
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._"0 Determinen el centro y radio de la circunferencia a partir de su ecuacion general.

Ahora tenemos un nuevo problema, debemos hallar el centro y radio de una circunferencia
cuya ecuacion general es x* + y* +2x+10y +10 = 0. Veamos.

Agrupamos los términos con la misma
) , variable y restamos el término independiente
+2x)+(y +10y)+10-10=0-10 i i
(x x) (y y) 0—||_ a ambos miembros de la igualdad ._lJ

(x2 +2x)+(y2 +10y) =-10 0—||_ Operamos en R ._|J

Ahora completamos cuadrados. Esto se
hace dividiendo entre dos el coeficiente
que acompanaalax

2 2

h=—=1 conlocual (1) =1 :
> ( ) 0—||_ y elevandolo al cuadrado 0—|J
10 2 L .

k=—=5 yahora (5) =25 Hacemos algo similar con el coeficiente de y

Sumamos los valores dentro de
los paréntesis al igual que al otro lado
X2 4+2x+1)+(»* +10y+25)=-10+25+1 de laigualdad
(=201 ) o .

Factorizamos y operamos del otro lado

(x+1)2+(y+5)2 =4’ 0—||_ de laigualdad ._l_l

Con todo lo anterior hemos determinado que la circunferencia tiene centro: C(_l, —5)
yr=4,

A partir de las ecuaciones generales de las circunferencias dadas, hallen la ecuacion
ordinaria y determinen su centro y longitud del radio.
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Ecuacion de la circunferencia que pasa por tres puntos no colineales

Debemos ahora deducir la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,—1),
B(S,O) % D(3,2) no colineales, es decir, que los tres puntos no estan sobre una misma recta.

Primero debemos desarrollar las ecuaciones generales utilizando cada punto:
(x—2)2+(y+1)2:r2 = X+ —4x+2y+5=r> (a)
(x—5)2+(y—0)2: o= x’+ y’=10x +25 =7° (b)
(x—3)2+(y—2)2:r2 = x+)y —6x-4y+13=r> (0

Restamos la ecuacion (c) a las ecuaciones (a) y (b), obtenemos asi las ecuaciones marcadas

con (d) y (e).

Aty —axt2y+ 5=/ (a) A —10x +25= /7 ()
At —6x—dy+13=/ (0) oty —6x—4y+13= 7 (o)

2x+6y—-8=0 (d) —4x+4y+12=0 (e)

Con esto formamos un sistema de ecuaciones.

2x+6y—-8=0 (d)
—4x+4y+12=0 (e)

El cual es equivalente a:

2x+6y =8
—dx+dy=—12




Para obtener sus soluciones podemos
multiplicar la ecuacién (d) por 2:

2(2x+6y):2(8)

y la sumamos a la ecuacién (e). Con esto se
cancela la variable x.

4x+12y =16
—4x+ 4y =-12
16 y= 4

1
—. Finalmente,
1 4
sustituimos este valor en las ecuaciones {d) o {¢) y obtenemos

4
Asi obtenemos el valor de y, y:—6:

13
que x = VR Por tanto, el punto de coordenadas C(%,%} es el centro

de la circunferencia dada.

Para determinar el radio solamente hallamos
ladistanciade C'acualquieradelostrespuntos.Ennuestro
caso lo haremos con respecto al punto 4(2,-1), para
ello nos basaremos en el teorema 1.

T T

Operamos en la cantidad subradical y simplificamos
aplicando las propiedades de los radicales:

g SRR s

Asi, hemos determinado que el radio de nuestra
circunferencia es:

52
V=
4

—=r=17677.
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Actividades

ﬂ' A la fotografia que se muestra en el grdfico 7 se superpuso un sistema de coordenadas. Esta
representa una parte de los Valles del Tuy en el Estado Miranda. Supongamos que los consejos
comunales de la zona se han organizado para construir una radio comunitaria de manera que
los puntos A(0,30),B(40, _3()) y C(—SO, 20) se encuentren en el limite de alcance de la radio. Con
estos datos, determinen el alcance maximo (radio) que necesitara dicha emisora y la ubicacion de
la misma.

Grdfico 7. Una imagen satelital de Los Valles del Tuy (Estado Miranda)

ﬂ {Qué otros métodos existen para hallar la solucién que obtuvieron antes?

DEn el grdfico 8 se muestra la entrada de una fachada cuyos arcos tienen forma de
semicircunferencia. Las circunferencias que contienen a los arcos izquierdo y derecho son tangentes
a la que contiene al arco central. Si se toma como origen del sistema coordenado el punto P
y los datos que aporta la figura obtengan la ecuacion de cada una de las circunferencias.

2m J 8m Psm K 12m L

Gridfico 8. Modelo de una fachada

!l' Hallen la ecuacion ordinaria de la circunferencia si los extremos de uno de sus diametros

tienen coordenadas P (5,4)y T (-1,2).
=
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Investigacion

—« En su parroquia, jexisten Radios Comunitarias? En tal caso, indaguen el alcance de
las mismas y representen esta informaciéon con apoyo de un mapa o imagen satelital.

_L~ Cual es el significado de las siglas AM, FM, UHF y VHF?

— Discutan, ademas, las ventajas de que su comunidad cuente con una radio. Por ejemplo, sus
proyectos en Matematica, e incluso, en otras areas, pueden divulgarse en medios como éste.

La Parabola

En Venezuela existen emisoras con alcance nacional tales como: Radio Nacional de
Venezuela (RNV), YVKE Mundial, entre otras. Estas emisoras realizan sus trasmisiones emitiendo
sefales a través antenas repetidoras; en algunos casos hacen uso de los satélites, como nuestro
Satélite Simon Bolivar el cual emite la sefal a otra antena repetidora.

Las antenas repetidoras poseen forma parabdlica, debido a que las parabolas tienen
la extraordinaria propiedad de permitir la concentracién de las sefiales de onda en un punto
llamado foco.

Grdfico 9. Antenas repetidoras (izquierda) y superficie pardbolica (derecha)

La Parabola es el lugar geométrico de todos los puntos P del
plano cuyas distancias a una recta / llamada directriz y un punto F
llamado foco que no pertenece a la recta /, son iguales.

Sean los puntos P, B, P,,B,,..., P,,... de una parabola y sean los puntos E,E,E, , E;,....E,,...

2B
pertenecientes a la directriz tales que:

FP=PE, FP =PE,, FP,=PE,, FP,=PE,=..=FP,=PE, ., ., F..=.. ..
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Entonces, la recta que contiene al foco y es perpendicular a la directriz se denomina eje
focal. El segmento DP cuyos extremos son dos puntos de la parabola, contiene al foco y es
perpendicular al eje focal se llama lado recto. El punto ¥, donde el eje focal corta a la pardbola, se
llama vértice de la parabola (ver grdfico 10).

Directriz
Parabola
E
Lado recto
Eje focal 4 K
i
5 D
J o — .
1 Pl"'\-\.\_\_\_“\
10 ~—

Grdfico 10. La pardbola

Las propiedades de la pardabola no solamente se aprovechan en el ambito de la radiodifusién
sino en todo tipo de telecomunicaciones, como las televisoras, la internet, la telefonia mévil y fija,
en la construccion de lentes para telescopios, lupas, reflectores, faros, entre otras.

De seguidas exponemos algunas propiedades fundamentales de la pardbola (Teoremas 4, 5,

6y 7).

Teoremas: Ecuacion Ordinaria de la Parabola

Teorema 4. La parabola de vértice V(h,k) gue contiene al punto P(x,y) y cuyo eje focal es
paralelo al ¢je y tiene por ecuacion: (x—h)’ =4p(y—k) (ver grdfico 11).

Sufocoes F(h, f).

La directrizeslarecta y =2k— f.

p=f-k
*%a- Si p>0, entonces la parabola abre hacia arriba.
ta Si p<0, entonces la parabola abre hacia abajo.

' . -
P |P| es la longitud entre el foco y el vértice.
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p=<0
F Directriz

Directriz
F p<0
p>0 F

Grdfico 11. Pardbola con directriz horizontal (izquierda) y directriz vertical (derecha)

Teorema 5. La pardbola de vértice V' (h,k) que contiene al punto P(x,y) y cuyo eje focal es
paralelo al eje x tiene por ecuacion: (y—l’c)2 =4p(x—h).

Sufocoes F(f,k).
La directrizes larecta x=2h— f.

p=f—h
ta Si p >0, entonces la pardbola abre hacia la derecha.
s Si p <0, entonces la parabola abre hacia la izquierda.
1 |p| es la longitud entre el foco y el vértice.

.~ Investiguen junto a sus compaferas y compaferos cdmo se realiza la demostracién
correspondiente a la ecuacion ordinaria de la pardabola. Para ello se debe tomar en cuenta
la definicion de pardbolay el teorema de distancia entre dos puntos.

La ecuacion ordinaria de la parabola, foco y ecuacion de la directriz conociendo su vértice
y un punto de ella

Veamos un ejemplo. Necesitamos hallar la ecuacion ordinaria de la pardbola sabiendo que
su eje focal es paralelo al ¢je y, contiene al punto M(O,3) y su vértice es V(2,1) .

Como su ¢je focal es paralelo al ¢je y, se hace ( 2
X . x—h) =4p(y—k)
|_|_. uso del primer teorema sobre parabolas Jl_.

218



Sustituyendo los valores conocidos en , ,
||__‘ la ecuacion obtenemos el valor de p Jl—. (0-2) =4p(3-1) = (-2) =4p(2) = 4=8p

Como p >0, entonces esta parabola B l
|_|_. abre hacia arriba J|_. pP= 7
Apoyandonos en el Teorema 4 2V 4 1 .
obtenemos la Ecuacién Ordinaria (x-2) = E(y_ )
de la Parabola 2
e 0 (x=2)" =2(y-1)
El foco tiene la forma F (A, f). Por
tanto, hallamos fa partir de la ecuacion f i f 1 I 3 f 3
—® p=f-k I P 2" T2 2
El foco ti denad F(2 3)
oco tiene por coordenadas o
c Bl Ty 2
Ahora obtenemos la ecuaciéon de
la directriz utilizando la ecuacién 3 1
—2k—f y=2(1)-5==
C® y= I° 2 2
., . . 1
La ecuacion de la directriz es: =_
2 i 7y

Actividad

—+ Determinen, en cada caso que sigue, las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz
y la ecuacion ordinaria de las parabolas.
s Vértice V(_5,0) , contiene al punto B(l,l) , eje paralelo al eje y.
1% Vértice v (-2,4), contiene al punto K (-3,1), ¢je paralelo al ¢je x.
1l Vértice ¥ (2,-1), contiene al punto A4(4,-5), ¢je paralelo al ¢je y.

' Vértice 7 (0 O), contiene al punto 5(3,2), eje paralelo al eje y.

2
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Otros teoremas sobre la Parabola

Teorema 6. Ecuacion Candnica de la Parabola: La parabola que
contiene al punto P(x,y), de vértice en el origen O(0,0) y:

i) Su eje es paralelo al eje y tiene por ecuacion: x° =4 py . Ademas,

1l Su foco es F(O,p), su directrizes larecta y=-p .Si p >0 , abre hacia arriba, y si p<0
abre hacia abajo.

ii) Su eje es paralelo al eje x tiene por ecuacién: y* = 4px . Ademas,

1% Sufocoes F(p,0), sudirectrizeslarecta x=—p .Si p >0, abre hacia la derecha,ysi p <0
abre hacia la izquierda.

En ambos casos |p| es la longitud entre el foco y el vértice.

Realizala demostracion de ambos teoremas haciendo la sustitucién de los valores del vértice
en los teoremas (4) y (5) sobre parabolas.

Teorema 7. Ecuacion General de la Parabola. La ecuacion de la forma:
Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0

donde:

h o 4=0, C20 y D=0, es la ecuacion de una parabola cuyo eje es paralelo o coincidente

* .
al eje x.

th 420, C=0 y E=#0,eslaecuacion de una parabola cuyo eje es paralelo o coincidente
al eje y.

Esta demostracion se puede realizar sin gran dificultad si se desarrolla el producto
notable en cada uno de los teoremas de las ecuaciones ordinarias, les invitamos a realizarla y
a discutirla con sus companeras, compaferos, docentes u otras personas con conocimientos

del tema.




Ecuacion General de la Parabola conociendo su vértice y un punto
deella

Expongamos otro ejemplo. En esta ocasion debemos hallar la ecuacién general de

la parabola sabiendo que su eje focal es paralelo al ¢je y, contiene al punto M(O,3) y su vértice es
V(2,1). En tal caso, debemos:

|_|—0 Escribir la ecuacion ordinaria de la misma: Jl_. (36—2)2 =2(y-1)

2 e
I_|_' Desarrollar los productos notables Jl_. X —4x+4=2y-2

Hacer que uno de los miembros de la igualdad sea 0 x*—4x-2y+4+2=0
|_|_. q g Jl_.

Con esto, la ecuacion general de la parabola es: 2 _4x— =
|_|—’ 9 P Jl_. X —4x-2y+6=0

Actividades

1) Deduzcan la ecuacién general de cada parabola en las actividades planteadas en
la pagina 219.

1@ Para determinar la ecuacién general de una parabola asociada a un paraboloide podemos

seguir los pasos que mostramos a continuacion, —el paraboloide es una superficie que se obtiene
al rotar una pardbola sobre su eje focal. Por ejemplo, una antena parabdlica tiene esta forma.

Suponemos que el vértice esta en
el origen del sistema coordenado.

Luego medimos el “ancho” de la antena.
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Esa medida la dividimos entre dos vy
ubicamos los puntos 4 y B a la derecha
e izquierda del origen O separados
de éste por wuna distancia igual al
cociente obtenido.

Luego medimos la altura del paraboloide,
colocando el vértice de ésta sobre una
superficie plana y midiendo la altura que
hay desde tal superficie hasta el borde de
la antena.

La altura que obtuvimos es la ordenada de
dos puntos de la parabola.

De esta manera tenemos el vértice y
un punto por donde pasa la parabola.
Solamente resta aplicar el teorema 5 para
determinar p y la ecuacion general de
la parabola.

A .
21 4 % & 1
E ]
§
&
LG
1
4
1
P(x,y)
A
3
-4
-
4
x*=4py
y2=4px

[
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Ecuacion Ordinaria de una parabola, las coordenadas de su vértice
y foco a partir de su ecuacion general
Veamos un ejemplo. Dada la ecuacién y* —8x—2y =—17.

Como el término que le da el grado a esta ecuacién es y?, entonces el ¢je focal es paralelo
al eje x.

Ahora,

Agrupamos los términos semejantes y escribimos (yz _ 2y) — _17+8x
la ecuaciéon como sigue
g I°

o

Completamos el cuadrado (revisen el ejemplo ( . 1) R
i& i ; =-2y+1)=-17+8x+
|—0 dado en la seccidn sobre la circunferencia) |—0 y y

Factorizamos y operamos.
E la Ecuaci6 inari I abol 2 _ -
sta es la Ecuacion Ordinaria de la parabola J|_. (y—1) =8x-16=8(x~-2)

o

Nuestro vértice es entonces V(2,1)
1°

o

Como p >0 la parabola abre hacia la derecha
p p ' Jl_. 4p=8 = p=2>0

o

Como el eje focal es paralelo al ¢je x, aplicamos
la formula del teorema 5 para hallar el valor de f p=f-h = f=p+h

despejando dicho término _Il_. f=2+2=4 = f=4

o

Nuestro foco tiene por coordenadas

o

_]l_. F(4,1)

De acuerdo con el teorema 5, x=2h-f

I_l—o la ecuacion de la directriz es: J|_. = 2(2) 4= x=0
Por tanto, la directriz es la recta _

c° I *=0




Veamos un ejemplo en el cual graficaremos la parabola a partir de su ecuacién general.
Consideremos que 3> —8x—2y=-17 .

2
Se debe encontrar la ecuacion ordinaria E.0. (’yjl) =8(x=2)
de dicha paréabola, buscar su Vértice: /(2,1)

vértice, foco y directriz, lo cual ya Foco: F(4,1)
L hicimos en el ejemplo anterior

| Directrizz. x =0

Despejamos y=%J8x-16+1
(I iy |

Se deben graficar en el sistema de coordenadas cartesianas los puntos F'y V, al igual que
la directriz (ver grafico 12).

Gridfico 12. Foco y vértice

Como p es mayor que cero, entonces la parabola abre hacia la derecha. Debemos construir
dos tablas (1 y 2), ya que la raiz adopta tanto el signo positivo como negativo. El menor valor de la
parabola en el ¢je x esta determinado por la abscisa del vértice.
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Ahora, en el grafico 11 ubicamos dichos puntos en el sistema.

H
E

Grdfico 13

Unimos los puntos y obtenemos la gréfica de la parabola.

H
E

C

Grdfico 14

Emisora comunitaria La Gritefia
97.3 FM




Actividades

1) Tracen las graficas de las cénicas trabajadas anteriormente.

.-31 Un faro posee un reflector parabélico de 10 ¢m de didametro y una profundidad de 6 cm,
icudl es la ecuacion de una parabola asociada? Ademas, determinen en qué punto se debe colocar
la bombilla.

D (Cudl es la ecuacion general de una parabola de vértice en el origen y cuya directriz es
larecta y—4=07?

I} iCuadl es la ecuacién general de las pardbolas que se muestran a continuacién?

!5’ Dadas las siguientes ecuaciones generales de las parabolas, hallen su ecuacion ordinaria,
coordenadas de su foco, vértice y ecuacién de su directriz. Ademas, grafiquen cada una de
las parabolas.
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El Tracen las graficas de las parabolas y = 4x* +6x+9 , donde el parametro A toma los valores
-3,-2,-1, 1, 2, 3. Discutan con sus companeras y companeros el comportamiento de las distintas

graficas. ;A qué conclusion llegan sobre la influencia que ejerce el pardmetro 4 en la forma de
la parabola?

D Tracen las graficas de las parabolas y = x* +6x+T donde el parametro T toma los valores
-9, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3. Discutan con sus companeras y companeros el comportamiento de
las distintas graficas. ;A qué conclusién llegan sobre la influencia que ejerce el parametro T en
la forma de la parabola?

II' Hallen las ecuaciones generales y ordinarias de las siguientes graficas de las parabolas:

(6.8)
(-6,2)




La elipse y la descripcion de la trayectoria de los planetas de
nuestro Sistema Solar

La idea que hoy tenemos del Universo ha sido variante, en especial sobre
la “posicion” de La Tierra en el Sistema Solar. Por ejemplo, Claudio Ptolomeo,
matematico, astrénomo y gedgrafo griego (siglo /I antes de Cristo), generd
un modelo del Universo que se conocié como Modelo Geocéntrico del Universo. En
él, La Tierra permanece en posicion estacionaria, mientras que la Luna, los Planetas y
el Sol describen orbitas circulares a su alrededor. Galileo Galilei (1564-1642),
matemadtico, fisico y astrénomo nacido en ltalia, avalé tedricamente el sistema
copernicano del Universo publicado en siglo XVI por Nicolas Copérnico en su
obra Revolutionibus Orbium Caelestrum; alli se declara que el Sol, y no La Tierra,
estaba ubicado en el centro de nuestro actual Sistema Solar, en contraposiciéon al
modelo Geocéntrico.



En el ano 1609, el astronomo aleman Johannes Kepler, demostré que el Sol no se
encontraba en el centro del Sistema, sino que se ubicaba en uno de los focos de la figura
geométrica conocida como elipse, sustentado en observaciones del astronomo danés Tycho
Brahe, sobre la posicién de Marte. De su descubrimiento, Johannes Kepler formulé tres leyes,
la primera de ellas expresa que: “Los planetas se mueven alrededor del Sol en elipses, estando

el Sol en uno de sus focos".

Para comprender el movimiento de los planetas en torno al Sol es importante conocer

la elipse, uno de los conceptos a tratar en esta leccion.

La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos P del plano,
tal que la suma de sus distancias a dos puntos F'y F’ distintos,
llamados focos, es constante. Esto es, si P, B, P,, B, ..., P, son puntos

pertenecientes a la elipse, entonces:

PF+PF'=PF+PF=PF+PF=PF+PF=-.=PF+PF=2a

Los puntos: V'y V' se denominan vértices de la elipse, el punto C se llama centro de

la elipse.

Los segmentos: DE , 7V’ y GH tienen por nombre: lado recto, eje mayor y eje

menor respectivamente (grafico 1).

La recta que contiene a los focos se
llama eje focal. Y la recta que contiene al
eje menor se denomina eje normal, por ser
perpendicular a la primera. Ademas: FF'=2c,
VV'=2a, HG=2by pp 2.

a
La excentricidad esta dada por e=§

talque 0<e<l .

eje normal

D G P
Vv’ V' ejefocal
F’ C F
e " op
_—TrT%

Grifico 1. La elipse de centro C
y vértices Vy V'
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P(x,y)

Consideremos una elipse de centro C(4,k) g Fl-ck) ChR)  F(itak)

en la que las coordenadas de los focos son:
F'(h-ck) y F (h+c¢k). Sea P(x,y) un punto |

cualquiera de la elipse (veamos el grafico 2).

Grdfico 2. Una elipse de centro C(h,k) y focos
F (h+ck)y F' (h-ck)

Por la definicion de elipse

|_|_’ tenemos que: Jl_. F'P+FP=2a (1)
Por el teorema de distancia Fpo \/ i

entre dos puntos, establecemos y ) @)
I_I_‘ la distancia de P a los focos J|—0 P \/ h+c y k)

[

Sustituimos en (1) lo

obtenido en (2) I \/(x—(h—c))2+(y—k)2 +\/(x—(h+c))2+(y—k)2 =2a (3)

Reordenamos en (3)
el paréntesis de la primera

raiz y la despejamos J|_. \/((x_h)+c)2 +(y_k)2 = 2a_\/((x_h)_c)2 +(J’—k)2

Elevamos ambos

miembros al cuadrado Jl_. [\/((x—h)ﬂf)z +(y—k) T = [20—\/((96—/7)—0)2 +(y—k)2}

2
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Desarrollamos los cuadrados y cancelamos en ambos miembros los términos iguales

=

=
((x_h)+c)2+w=4az —461\/((x—h)—c)2+(y—k)2 +((x—h)—c)2+w 4) QJ

I_. La expresion (4) queda de la forma:
1=

=
((x—h)-i—c)2 —((x—h)—c)2 =44° —461\/(()6—]’1)—0)2 +(y—k)2 (5) .J

I_. Desarrollando el primer miembro de la igualdad nos queda que:
=

-
(x=h)+e) ~((x=h) =) = (xR +2(x—h)+ & ~ (xR +2c(x—h)~ & .

C® Por tanto 7 (=m)re) ~((x=h)=c) =4e(x=h) (©)

Sustituimos (6) en (5) y nos . ;
|_|_‘ queda la expresion: Jl_. 4e(x—h)=4d’ —4a\/((x—h)—0) +(y—k)

|_|_. Lo cual es equivalente a: J|_. 40\/((x—h)—c)2 +(y—k) =4a’ —4c(x—h)

Ahora, dividimos ambos

miembros entre 4a {\/((x—h)—c)z +(y—k)2 T _ {a_ C(X—h)}z

||__. y elevamos al cuadrado Jl_.

I—Q Desarrollamos ambos miembros de la igualdad
=

A
((x—h)—c)2+(y—k)2 =a2—2c(x—h)+—c ();;h) OJ




I—Q Desarrollamos los cuadrados del primer miembro y simplificamos la expresion

) .j'
(x—h)’ —sz +(y—k) =a* - 2¢cfx= +M

|_|_. Reordenamos convenientemente:Jl—Q (x—h) S S (y —k)2 —a? =2

Ll_. Realizamos adicién de fracciones:j—.

Dividimos ambas expresiones (x—h)2 (y—k)2

|_|—. entre b? sabiendo que b* = a’ _CZJ|_. T =1

Esto que terminamos de realizar nos permite enunciar el siguiente Teorema.

Teorema 1. Ecuacion Ordinaria de la Elipse: La elipse que contiene al punto P(x,y), de centro
C(h,k) y eje focal:

. o (x=h) (y-k)
i) Paralelo al ¢je x, tiene por ecuacion: (x ) +(y ) =1
a’ b’

Las coordenadas de los vértices son: V(h +a,k); V(h-a, k)

Las de sus focos son: F (h+c,k); F'(h-c,k)

Y sus extremos del eje menor son: A(h,k+b); A(hk-b)

(on) k)

2

ii) Paralelo al ¢je y, tiene por ecuacion: 1

a
Las coordenadas de sus vértices son: V' (h,k+a); V'(h,k—a)
Las de sus focos son: F(h,k+c); F'(h,k—c)

Y sus extremos del eje menor son: A(h+b,k); A(h—b,k)

En ellas, las variables a, b y ¢ estan relacionadas por la ecuacién a* =b*> +c*.
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La ecuacion ordinaria de una elipse

En una elipse las coordenadas de sus vértices son V(4,4) y V’(—3,4), y las de sus focos
son F(3,4) y F’(~1,4). Determinemos su centro, la longitud de su eje menor, las coordenadas de
los extremos de su eje menor, su excentricidad, y la ecuacion ordinaria. Ademads, construiremos

una representacioén grafica.

Primero debemos fijarnos en las coordenadas x e y de los vértices o los focos, ya que si
las coordenadas de x son iguales, entonces el eje focal es paralelo o esta en el eje y. En cambio,
si las coordenadas de y son iguales, entonces el eje focal es paralelo o esté en el ¢je x.

Al comparar las coordenadas de V'y V'’
notamos que las coordenadas iguales
son las de y, por tanto, el eje focal esta o
es paralelo al ¢je x.

Ahora hallamos las coordenadas del
centro C. Como C equidistade V'y ", y,
ademas, C equidista de F'y F’, entonces

C es el punto medio de los mismos.

Como CV =CV'=a, aplicamos
la férmula correspondiente:

Con lo cual:

Como ladistanciade CF =CF'=c
aplicamos la formula correspondiente: |—0

Quedando que:
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Por el teorema anterior sabemos que
a® =b*+¢* . Asi que solo resta obtener
el valor de b.

[ 0°

Asi:

[ 0°

La longitud del eje menor es:

[ 0°

Las coordenadas de los extremos
del eje menor estan dadas por

A(h,k+b) y A(h,k—b) , por tanto al
sustituir obtenemos las expresiones:
[ I*

Tenemos que la excentricidad de
la parabola esta dada por:

[ 0

Como el eje focal estd o es paralelo al ¢je
x tenemos por el teorema 1 que:

[ 0

Sustituyendo los valores correspondientes
y resolviendo, nos queda que la ecuacién
ordinaria de nuestra elipse es: J|_.

[

77 = o]

2 2

/49 9 /40
4 4 4 \/_

b=+/10

A4=210

Para graficar esta elipse en un sistema de coordenadas cartesiano podemos hacer lo

que sigue.

B
234



De la ecuacion ordinaria obtenida antes, “despejaremos” a y:

Ecuacién ordinaria obtenida

|_ -
(1) L
(-3 -
2) (-4
i) + 10 =1
4

Multiplicamos ambos

I_. miembros por diez
= al
1Y QJ
49-4()&3—2)
*=10

49

3)

(y-4)

Y sumamos cuatro
I_. a ambos miembros
= al

49—4()(7—2
y=+\[10 +4

49

1 2
Restamos 4(x_2j aambos

49
|_| miembros de la ecuacion

)
(y—4)2 :1_4(x—2

10 49

a ambos miembros

IL
@ 1I o;P

49—4(x—2
y—4=={/10

o Calculamos la raiz cuadrada

49

Por las coordenadas de los vértices
se puede deducir qué valores de x podemos
tomar, por ello sabemos que -3 < x < 4.

Finalmente, representamos los puntos
de la tabla.




Grdfico 3. Representacion de la elipse =1 . Puntos obtenidos (izquierda) y elipse (derecha)

® 10

.~ A continuacion les mostramos las coordenadas de los vértices y focos de ocho elipses,
determinen en cada uno de los casos, su centro, excentricidad, longitud de sus ejes, coordenadas
de los extremos de su eje menor, su ecuacién ordinaria y grafica.

Conversen sus soluciones con sus companeras y compafieros.
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Otro teorema importante sobre las elipses es el siguiente:
Teorema 3. Ecuacion General de la Elipse: Sea la ecuacién de la forma:
A +Cy* +Dx+Ey+F =0.

Si los coeficientes 4 y C son del mismo signo, entonces, dicha ecuacion representa: (a)
una elipse de ejes paralelos a los ejes coordenados, (b) un punto o (c¢) ningun lugar geométrico.

Este teorema se puede demostrar desarrollando los cuadrados y ordenando de manera
conveniente. Les invitamos a realizar esta demostracién junto a sus compafieras y companeros.

La ecuacion general de una elipse

A modo de ejemplo, hallaremos la ecuacidon general de la elipse que trabajamos
anteriormente. Recordemos que su ecuacién ordinaria es:

(x_;j2+(y—4)2 _

49 10

4

En primer lugar, operamos 4(x 1)2 )
| pri d —4
|_|—. con el primer sumando JI—. .\ (y—4) .

Hallamos el minimo comun
multiplo de los denominadores, 4()(_ 1
490-

2
_ T j -4 2
mem (49,10) 490y lo multl.pllcamos 2) 4 490. (y-4) — 4901
L por ambos miembros de la igualdad | 49 10

2
—e Simplificando nos queda que: 1 —4) =
C P q q J|—o 40(x 2j +49(y—4) =490

1
Desarrollamos los cuadrados: 40 X2_x+_j+49 2_8y+16)=490
[ By ( g oL Rre)
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|_|_. Operamos J|—o 40x” —40x+10+49y” 392y + 784 = 490

Reordenamos y agrupamos
C° los términos semejantes I 40x” +49y” —40x 392y +(10+784-490) =0

Por tanto, nuestra ecuaciéon
I_|—. general es: J|—0 40x” +49y° —40x-392y +304 =0

_.~En los siguientes ejercicios, determinen las coordenadas de los vértices, focos, centro,
coordenadas de los extremos del eje menor, la excentricidad, la longitud de los distintos ejes y
la ecuacion general de la elipse; ademas, construyan su gréfica.

_L= A partir de los datos presentados en la siguiente tabla hallen la longitud del eje menor,
calculen la ecuaciéon general de la elipse descrita por la trayectoria de los planetas suponiendo que
el centro del sistema coordenado es el centro de la elipse.

Fuente: Riddle, D. (1997). Geometria Analitica, México, International Thomson Editores, S.A de C.V.
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La Hipérbola

No solo los planetas describen un movimiento eliptico alrededor del Sol sino que existe
una gran cantidad de cometas cuya 6rbita es eliptica. El cometa Halley, por ejemplo, sera visible
desde La Tierra en el afio 2061, de acuerdo a los datos suministrados por el CIDA. Pero existen
otros cometas cuya trayectoria no es eliptica sino mas bien parabdlica o hiperbdlica. Un cometa
de trayectoria hiperbdlica es definido por Radpath (2004) como un cometa “cuya 6rbita alrededor
del Sol tiene una excentricidad mayor que 1,0". Este mismo autor sefiala que los cometas pueden
ser puestos en orbitas hiperbdlicas después de su paso por Jupiter, tal como sucedié con el cometa
Lexell en el afio de 1779.

Ahondemos entonces en el conocimiento sobre la hipérbola.

La hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos P del plano,
tal que el valor absoluto de las diferencias de sus distancias con
respecto a dos puntos F'y F", llamados focos, es constante. Esto es, si
P,R,P,P,..,P,.. sonpuntos de la hipérbola, entonces:

PF—PF’|:|PlF—PlF’|=|PzF—PzF’|:---: PF-PFl=--=2a
La recta que contiene a los focos se llama Eje normal

eje focal, las intersecciones del eje focal con P
la hipérbola se llaman vértices y se denotan por o
V'y V. El segmento V)V’ se denomina eje A o
transverso. El punto medio de pp’ se llama P p
centro C.La mediatrizde yy” se llama eje normal. L
El segmento PG perpendicular al eje focal en F
se llama lado recto. El segmento 44" se llama eje Ejefocal F’" V' C v.oF
conjugado. Ademas: Eje conjugado
VV'=2a, FF'=2c y AA=2b. La excentricidad A’

C
estd dadapor e=—talque ¢>1. G

a 2 ! ,

Grdfico 5. La hipérbola




Teorema 4. Ecuacion Ordinaria de la Hipérbola:

La hipérbola que contiene al punto P(x,y) , tiene centro C(h,k) y eje focal:

2 2
i) Paralelo al eje x, tiene por ecuacion: (x=h) _ (v =) -1
a’ b?

1% Las coordenadas de sus vértices son: V (h+a,k) y V' (h—a.k)

st Las de sus focos son: F(h+c,k) y F'(h—c,k)

t' Y las de los extremos del eje conjugado: A(h,k+b)y A(h,k—b)

—kV —hY
if) Paralelos al ¢je y, tiene por ecuacion: b 2 ) _(x »? ) =1
a

+f, Las coordenadas de sus vértices son: V(h,k + a) y V'(h,k —a)

1"+ Las de sus focos son: F(hk+c)y F'(hk—c)

1" Y las de los extremos del eje conjugado A(h+b,k) y A'(h-b,k)

. . . .z 2 2 2
En ellas, las variables a, b y ¢ estan relacionadas por la ecuacién ¢” =b" +a” .

_L~ La demostracion de este teorema se puede realizar de forma similar que el teorema
anterior, los invitamos a realizarla y discutirla con sus companeras y companeros.




La ecuacion ordinaria de una hipérbola

Veamos un ejemplo: en una hipérbola las coordenadas de sus vértices son V(3,2) y

V'(2,2), las de sus focos son F(4,2) y F’(1,2). Deduzcamos las coordenadas de su centro,

su excentricidad, las coordenadas de los extremos de su eje conjugado y su eje transverso, su
ecuacion ordinaria y grafica.

Primero que nada debemos fijarnos en las coordenadas x e y de los vértices o los focos,
ya que si las coordenadas de x son iguales, entonces el eje focal es paralelo o esta en el ¢je y. En
cambio, si las coordenadas de y son iguales, entonces el eje focal es paralelo o esta en el ¢je x.

Como las coordenadas y de
los vértices son iguales, entonces el

je focal esta lelo al ¢je x. V(3.2)yri(22

|_|_. eje focal estd o es paralelo al ¢je x J|_. ( ) ( )
Ahora buscamos las coordenadas del C(h k)— X +x, yt+y,
centro C. Como C equidistade Vy V", g 2 7 2

asicomode F'y F’, entonces C es 144 242 5
el punto medio de los mismos Chk)=|———| = C|=,2
e P 0° (:F) (2 2 J (2 )

Como ladistanciade CV =CV'=a 5 2 1V
aplicamos la formula correspondiente. =CV = (__2J +(2-2) = (_j
.2 [ 2 (2-2) =\

1
|_|_. Por tanto J|_. a= 5

Como ladistanciade CF =CF'=c¢ 5 2 , 5
i . i c=CF=|=—4| +(2-2) =,[| =
|_|_. aplicamos la formula correspondlente_ll—o (2 j ( ) (J
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Quedando que:
[ °

La excentricidad
esta dada por:

[

Como c¢* =a* +b*,
hallamos el valor de &.

[

|_,_. Asi:

La longitud del
eje conjugado es:

[

Las coordenadas de los extremos
del eje conjugado estan dadas por

A(h,k+b)y A(hk-b) , por tanto,
—® al sustituir tenemos que:

0

Como el eje conjugado es paralelo
al gje y, tiene por ecuacion:

[ 0

Como el gje focal estd o es
paralelo al ¢je x, tenemos, por
el teorema 4, que:

[ 0

Sustituyendo los valores
correspondientes y resolviendo nos
queda que la ecuacioén ordinaria de

nuestra hipérbola es:

[ 0

AA =26




Para representar la hipérbola se desarrolla un procedimiento analogo al que mostramos
para la elipse (veamos el grdfico 6).

ejey

F v v F

-
.
Q
T
-
L=

eje x

5 2 _ 2
Grifico 6. La hipérbola (x 12) —(y 62) =1
I

A continuacién se muestran las coordenadas de los vértices y focos de 8 hipérbolas,
determinen en cada uno de los casos su centro, la excentricidad, la longitud de sus ejes,
las coordenadas de los extremos de su eje conjugado, la ecuacién ordinaria y su grafica.

Otros teoremas importantes sobre la hipérbola son los siguientes.

Teorema 5. Ecuaciéon Candnica de la Hipérbola: la hipérbola que contiene al punto P(x,y),
centro en el origen 0(0,0) y ejes focales:

2 2
. . . X
i) Paralelos al ¢je x, tiene por ecuacion: _2_)/_2 =1.
a b
y2 )C2
if) Paralelos al ¢je y, tiene por ecuacion: —-——-=1.
a b

Esta demostracion resulta muy sencilla, solamente se deben sustituir las coordenadas del
centro en el teorema 4 de esta leccidn.
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Teorema 6. Ecuacion General de la Hipérbola:
En la ecuacién de la forma:

Ax* +Cy* + Dx+Ey+F =0

si los coeficientes 4 y C son de distinto signo, entonces dicha ecuacion representa (a) una hipérbola
de ejes paralelos a los ejes coordenados, o (b) dos rectas secantes.

Esta demostracion resulta muy sencilla, solamente se deben realizar los productos notables
del teorema 4 de esta leccion.

La ecuacion general de la hipérbola

En nuestro caso hallaremos la ecuacion general de la hipérbola que trabajamos
anteriormente, cuya ecuacion ordinaria es:

Operando en el primer 5 5
l_. sumando tenemos que l_. 4(x—§J _(y—2) -1
1= | 2 6

Hallamos el minimo comun
multiplo de los denominadores y
multiplicamos ambos miembros de

. . 5Y 2
laigualdad por él. mem(1,6)=6 24()6__) —(v=2) =6
||__. Desarrollamos los cuadrados J|_. 24[x2—5x+%)—(y2—4y+4)=6
= Operamos 7 247 -120x4150-y" +4y—4-6=0
Reordenamos y agrupamos
I]—. los términos semejantes II—. 24x% —y* —120x+4y+(150—4—6) =0
I_l—o Asi, nuestra ecuacién general es: J|_. 24x* —y* —120x+4y +140=0
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Las conicas

Las ecuaciones desarrolladas desde la leccidon
anterior hasta ésta: circunferencia, parabola, elipse
e hipérbola, son denominadas secciones conicas. Su
nombre se debe a que las mismas pueden obtenerse
a través de la interseccién de un plano con un cono
“circular recto doble” (observen los graficos 7y 8).

Gridfico 7

Grdfico 8. Secciones conicas

El uso de las cénicas ha estado ligado a diferentes fendmenos fisicos, en especial han sido
abordado por los astronomos para describir los movimientos de los planetas y diversos astros. Por
ello han estado intimamente relacionados con el desarrollo de los modelos del Universo.

Menecmo de Proconeso (350 a.C.) trabajo con la elipse, la parabola y la hipérbola al tratar
de solucionar problemas clasicos como la “duplicacién del cubo”. Estos nombres se le deben a otro
matematico griego llamado Apolonio de Perga (260-190 a.C) en su trabajo sobre las secciones
conicas. Elipse significa defecto; Hipérbola es exceso, y Pardbola es comparar.

El matematico griego Pappus de Alejandria (290-350) realiz6 un trabajo exhaustivo con
las conicas desarrollando un criterio unificador entre ellas basados en el estudio de la excentricidad.
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Actividades

_ . En los siguientes ejercicios determinen las coordenadas de los vértices, de los focos,
el centro, las coordenadas de los extremos del eje conjugado, la excentricidad, la longitud de
los distintos ejes, la ecuacion general de la hipérbola y su grafica.




La Geometria y el disefo de viviendas

El tema de la vivienda es sumamente amplio e interesante, en especial por sus
multiples relaciones con areas como laingenieria, la geologia, la arquitectura, la politica
publica, el trabajo, la historia nacional, la tecnologia, la matematica, las necesidades
de nuestras comunidades, la industria y la ética. En un articulo sobre la historia de
la vivienda venezolana, nuestro gran arquitecto Fruto Vivas' nos dice, de una manera
hermosamente poética, que “en la vivienda se incluye el aire que respiramos, la comida,
las flores, los huertos, las aves domésticas, los atardeceres, los dias de lluvia, las alegrias
y las tristezas”. En suma, es pues un tema que amerita un analisis profundo por parte
de todas y todos.

1: Disponible en: http://analitica.com/archivo/vam1997.10/s0c02.htm



El disefio de las viviendas y de los complejos habitacionales y urbanisticos se apoya hoy
en dia de las ventajas que ofrecen los programas de disefio en 3 dimensiones. La geometria
del espacio es precisamente parte de la base légica de programacién de estos “software 3D’
muchos de ellos estan disponibles gratuitamente en Internet. Por ejemplo, la idea de caracterizar
una recta o un plano en el espacio tridimensional con su ecuacion, o bien, la distancia entre
dos puntos o de un punto a un plano. Tales ecuaciones permiten describir con exactitud
los diversos elementos que conforman un disefio 3D.

Ya en el libro de tercer ano de Matematica de la Coleccion Bicentenario, en la leccion
12, estudiamos el sistema de coordenadas en 3 dimensiones, también denominado sistema de

representacion en el espacio, asi como la manera de representar puntos y vectores en éste.

En esta leccidn estudiaremos algunos elementos de la geometria del espacio, asi que
les invitamos a incursionar en este fascinante mundo.

Unidimensional

gjey

1

4 r

|

oy

0 -5

p &= 4

*l
Ct -
Cartesiano o bidimensional Tridimensional

Grdfico 1. La recta real (arriba), el plano cartesiano (izquierda)
y el sistema de coordenadas en R (derecha)

Los sistemas de coordenadas

Existen distintos sistemas de coordenadas, los cuales dependen de la dimensién y tipo
de coordenadas que los integren.

Los sistemas unidimensional y bidimensional los estudiamos y empleamos en cada uno de
los afos de la Educacion Media.
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En programas de construccion de viviendas de tan alta envergadura como la Gran Misién
Vivienda Venezuela, existe la necesidad de que arquitectos e ingenieros disefien las estructuras con
apoyo en el computador, para luego hacer los célculos y planes correspondientes. Esas estructuras
pueden describirse a través de la Matematica, especificamente con ecuaciones, pues, los cimientos
pueden asociarse con segmentos de rectas, la interseccion de los cimientos con las vigas corona
o con las riostras se pueden asociar con un punto, y los pisos y paredes con secciones planas
—observen el grafico 2.

Comencemos entonces caracterizando la distancia entre dos puntos, no en el Plano
(que ya conocemos), sino en el espacio tridimensional.

Grdfico 2. Un disefio en 3D

Distancia entre dos puntos en el espacio

Consideremos los puntos B (x,,),,2,) y
P,(x,,y,,z, del espacio. Estos pueden
asociarse con dos de los vértices de
los paralelepipedos que mostramos en e
la figura.

v
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Tracemos un plano que contenga a los puntos
P yP,yale¢jez.

En las proyecciones en el plano xy de estos
p paralelepipedos y del plano que los corta
por una de sus diagonales, se puede apreciar
que las coordenadas (en el plano xy) de los

puntos P,y P, son B(x,y,z) Yy P, (x,,,,2,)
y la distancia etiquetada como d, esta dada por:

d, = \/ yl)

P, z, Ahora en unavista del corte transversal del plano
Pop con los paralelepipedos rectangulares, tenemos
x d, ! que las coordenadas de los puntos P y P, en

" @ el ¢gje z son z, Y z,, respectivamente. Sabemos
que se forma un tridangulo rectangulo. Aqui se
tiene que:

d, = d12 Jr(z2 -z )2

=

Al sustituir d, en la nueva ecuacion nos queda que:

d \/ yl) (22_21)2

donde d, = BE, _Estas ideas nos permiten enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 1. Distancia entre dos puntos:

Sean los puntos P,(x;,,z,) ¥ P,(x,,»,,2,) en el espacio. La distancia

d= PP, esta dada por PP, =\/(x2—x1)2+(y2 ) +(z 7).

Les proponemos entonces hallar la distancia entre los siguientes pares de puntos.

Ahora determinaremos las coordenadas del punto medio de un segmento cualesquiera en
el espacio.

Teorema 2. Punto medio de un segmento:
Las coordenadas del punto medio de un segmento cuyos extremos

P,y P, poseen coordenadas P,(x,,y,z) Y B(x,,y,,z,),son:

P X+x, y+y» ZI+ZZ]
Mo27 2 7 2

Demostracion: sean B (x,,3,,2) y B (x,.0,,2,) las coordenadas de los puntos P, P,
y P, (X, Y2, ) las coordenadas del punto medio P,,.
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ejez

En la figura adjunta mostramos
P la proyeccién de los puntos P, P,
y P, sobre el plano xy, y de estos
P ultimos sobre los ¢jes x e y.

Por el Teorema de Thales, se
Y Ynm Yy tiene que:
‘_..
egey
AB = BC

X Por tanto,

_ 2 _ X1+X2
Xy =X =X, =X, = 24X, =X, +X, = Xy =—7T

Nt

Yu=N=V=Vy = 2y =y+y, = Yy =T

Y al proyectar los puntos P, P,y P, sobre el plano yz (por ejemplo), y de éstos sobre
el eje z, obtenemos que:

Zl-|-Z2

2

Zy—2,=2,—2y, = 2z,=z,+2, = z,,=

Esto completa la demostracion.

Por ejemplo, para hallar las coordenadas del punto medio del segmento P_Q, donde

P(2,1,5) y O(-3,2,1) , etiquetamos con M al punto medio del segmento dado, luego, basandonos
en el teorema anterior, podemos escribir: M(xz ;x‘ ,y2 ;yl % ;Zl

los valores correspondientes. Asi que las coordenadas de M son:

—3+2 2+1 145 __133
2 7272 2°2°

3

j , 'y solo nos resta sustituir
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—« Determinen el punto medio de los segmentos cuyos extremos son los pares de puntos
expuestos en la pagina 252.

—= Dados los puntos 4(1,-5,3), B(3,1,-13), C(-7,1,5) y D(0,2,4), hallen las coordenadas
de los puntos que dividen a los segmentos: 4B, BC, CD y D4 en tres segmentos
congruentes entre si. Ademas, representen graficamente cada segmento.

— ;Cual es el baricentro del tridngulo cuyos vértices tiene como coordenadas A(2,—1,3),
B(0,4,1) y C(1,1,0)7?

Direccion de una recta en el espacio

Para caracterizar la posicion de una recta en el espacio no solo hace falta saber la ubicacion
de dos de sus puntos sino que se debe tener conocimiento de su direccion, la cual queda
determinada por la direccién del vector libre que ella contiene. Consideremos la recta /, dicha recta

contiene a los vectores AB y BA tales que A(Jl,yl,zl) y B(xz,yz,zz).

Grdfico 3

La direcciéon del 4B esta determinada por los cosenos de los angulos que forma con los ejes
coordenados. A esos cosenos los denominaremos cosenos directores y son:

Z, 77,

d

X, =X

cos a = ,cosﬂ:%,cm}/:




Donde:

d:\/(xz —xl)2+(y2 _y1)2+(z2 _21)2

Los cosenos directores del B4 son a su vez:

X =X

- z,—z
cosa:—,cosﬂzu,cosyzg

Notemos que los cosenos directores de ambos vectores tienen signos distintos, sin
embargo, estdn contenidos en la misma recta, por tanto:

Teorema 3. Cosenos directores de una recta:

La direccion de una recta / que contiene al vector AB de coordenadas A(xlaylazl)

y B(xz,yz,zz) esta determinada por los cosenos directores de dicho vector o de
cualquier vector que ella contenga:

X, —x — z,—z
cosa:—zd 1,cos,B:—yzdyl,cosy:—2 !

Numeros directores
Sean x,-x,=a, y,-y, =b, z,—z, =c .Como:

Xy =X

\/(xz —X )2 +()’z _J’1)2 +(22 —Z )2

cosa =

Yo~ W
cos f = y
Yoo =) (=2 (52 )
cos y = e

2 2 2
\/(xz _xl) +(y2 _yl) +(Zz _Zl)
Haciendo las sustituciones correspondientes:

c

NJat +b* +¢f

cosa = , COSYy =

a b
—_— oS = ——
Nat+b* +¢? Jat +b* + ¢t




Los numeros a, by ¢ se llaman numeros directores y se denotan

por [a,b,C] para diferenciarlos de las coordenadas de un punto
o de un vector.

Observemos que los numeros directores de una recta coinciden con las coordenadas de

un vector libre V(a,b,c) si este vector libre se obtiene a partir del vector fijo A(xl,yl,Zl)
y B(x,,y,,2,) talque x, —x, =a, y,—y, =b, z,—z, =c.

Ecuacion de una recta en el espacio

Teorema 4. Ecuacion simétrica de la recta:

La recta / que contiene al punto B (x,,,,z,) y sus nmeros directores son [a,b,c],
tiene por ecuaciones:

x—x, =ka
Y=y =kb
z—z =kc

Si los numeros directores son distintos de cero se tiecneque * ~% _ V=W _ 274

a b c

La ecuacion de una recta no es unica, ya que depende del parametro «.

Veamos un ejemplo. Deduzcamos la ecuacion de la recta que contiene el punto P(S,—l,3)
y tiene por niumeros directores a [3,0, —2] . Apoyandonos en el teorema anterior escribimos que:

x-x,=ka, y-y =kb, z-z =kc
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Asi, x—5=3k, y+1=0, z-3=-3k.Y como el primer y tercer nimero director son
distintos de cero, el valor de k£ nos permite igualar la primeray la tercera ecuacion. Siendo el sequndo
numero director igual a cero, simplemente se escribe al lado de las otras dos.

z-3
S S
3 o0 7

—= Obtengan las ecuaciones de las siguientes rectas a partir sus numeros directores
y un punto dado.

Si en un modelo computacional de vivienda deben colocarse cimientos en las coordenadas
A(O,3,0), B(O, 0,0), C(3,0,0) y B(3, 6,0) , ¥ los numeros directores de cada una de las rectas que
pasan por estos puntos son [0,6,1], [0,0,2], [4,0,2] y [3,6,4] , respectivamente; debemos determinar
las ecuaciones de tales rectas.

ejez

B ejey
eje x /

Otra propiedad importante de las rectas en el espacio es la que sigue (su demostracion
es inmediata).

B
257




Teorema 5. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:

La recta que contiene a los puntos A(xl,yl,zl) y B(xz,yz,zz) tiene por ecuacion:

X=X, :k(xz—xl)
Y=y =k(y,-»)

z—z,=k(z,-z)

_L= iCudles son las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos?

Teorema 6. Angulo entre dos rectas:

El angulo alfa formado por dos rectas cualesquiera en el espacio,

cuyos angulos directores son o, B, y a’, ', »’ , respectivamente,
se determina por la relacién:

cos @ =cosa cosa’+ cos fcos B+ coswcosw’

Demostracion: Consideremos dos rectas /'y /, que se cortan en el origen O. Sean P(x, y,z)

y B (xl,yl,Zl) puntos de [y /,, respectivamente. Sea @ el angulo determinado por la interseccion
de ambas rectas.

En el triangulo AOPF, llamemos OP =b, OB =a y PP, =d . Aplicando el teorema del coseno
tenemos que:

2 2 2
cosg = ta—d” (1)
2ba
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! El teorema de la distancia entre dos
puntos garantiza que:

P ! a=x'+y’+z> yb=x"+y +7°
2 2 2 2
b D d =(x2—x1) +(y2—y1) +(zz—zl)
Al sustituir esto ultimo en la ecuacién (1):

cosf =

XX, V)Y, 2z, (U)
ab

Los cosenos directoresde /yde /"son a, f,w y o', f’, @ respectivamente. Y de acuerdo
con la definicién de coseno de un angulo:

;X , . Z
cos a’=-1, cosﬂ:& y cos ==
a a a

X % z
COSO(:_, CcoS = — COoS ) =—
b P=y b

b

Finalmente, sustituimos esto en (Il):

cos @ =cosa cosa’+cos  cosf’+cos @ cos @

90° o p "
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Rectas perpendiculares a un plano

En el modelo computacional de una vivienda, y también en la construcciéon en si
misma los cimientos son perpendiculares al piso (salvo que el diseno tenga que ver con otros
tipos de estructuras). Utilizaremos esta nocién para definir la perpendicularidad de una recta
a un plano determinado.

Una recta / es perpendicular a un plano alfa si, y solo
si, es perpendicular a toda recta del plano. Estas
rectas se conocen como rectas normales al plano.

Teorema 7. Angulo entre dos rectas:

El 4ngulo formado por dos rectas cualesquiera en el espacio,
cuyos nimeros directores son [4, B,C]
y [4',B’,C’]respectivamente, esta dada por:

AA+BB'+CC’
JA?+B?*+C*\4* + B> + C*

cos o =

—« Les invitamos a demostrar este teorema, para ello
pueden apoyarse en el teorema anterior y en la definicién de
cosenos directores.

Corolario 1:

Dos rectas son paralelas si sus numeros directores
son proporcionales:

A4_B_C
A B C

Corolario 2:

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus
numeros directores correspondientes es igual a cero:

AA+BB'+CC'=0

Esta demostracién también queda propuesta al grupo.




Ecuacion general del plano

Un plano contiene infinitas rectas e infinitos vectores, segmentos y puntos. El plano se
puede entender como una superficie “perfectamente lisa” que se “extiende infinitamente”. El disefo
en computadoras de las estructuras habitacionales amerita familiarizarse, ademads, con la ecuacién
del plano, asi como de sus propiedades; las cuales exponemos a continuacion.

Teorema 8. Ecuacion general del plano

La ecuacion general del plano es de la forma Ax+By+Cz+D=0,
donde 4, B, C'y D son constantes, con 4, B y C no nulos,y [A4,B,C] son
los nimeros directores de la recta perpendicular.

Veamos su demostracion. Sea B, (xl,yl,zl) punto de una recta / perteneciente a un plano
aysea P(x,y,z) un punto cualquiera de la recta.

La recta / tiene por numeros directores a [x — X, V=V, Z— zl] y sea [’ otrarecta en el espacio
con nimeros directores [ 4, B,C].

La recta / debe ser perpendicular
Sil'l a,ent Ll
Ll_. a toda recta del plano alfa JI_. i o , entonces

Por el Corolario 2, del teorema 7,
cualquier punto del plano debe
cumplir con la condicioén: J|_. A(x=x)+B(y-»)+C(z-2z)=0

o

Si desarrollamos el producto de los
coeficientes por las expresiones que estan “‘

LI_. en los paréntesis tenemos que Ax—Ax, +By—By, +Cz-Cz, =0

Ll_. De acuerdo con la ley asociativa Jl_. Ax+By+Cz—(Ax,+ By, +Cz)=0

Y haciendo _(Axl +By, +(z ) =D,
|_|—0 la ecuacion del plano es: JI_‘ Ax+By+Cz+D=0

Esto completa la prueba.
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Teorema 9. Relacion entre dos planos

Sean los planos cuyas ecuaciones son Ax+By+Cz+D =0
y Ax+B'y+C'z+ D=0, Estos planos son:

*'s Paralelos, si A=kA', B=kB',C =kC’
*s Perpendiculares, si 44'+BB+CC'=0
#%s Coincidentes,si A=kA", B=kB', C=kC" y D=kD’

Siendo k#0.

Este teorema se puede demostrar haciendo uso del teorema sobre los angulos formados
por dos rectas y los corolarios 1 y 2 derivados del mismo. Otros teoremas sobre planos:

Teorema 10. Distancia de un punto a un plano

La distancia de un plano de ecuacion Ax+By+Cz+D =0
aunpunto B (x,,z ) esté determinada por la ecuacion.

_ Ax+ By, +Cz;+ D

NA*+B*+C?

d

Teorema 11. Relacion entre una recta y un plano

Sea la recta [ y el plano alfa, tales que los numeros directores de

la primera son [a,b,c] y la ecuacion del segqundo es Ax+ By+Cz+ D =0.
Larecta/es:

»f
L 4

s Perpendicular al plano, si A=ak, B=>bk, C=ck.

t%a Paralela al plano, si Aa+ Bb+Cc =0.

Este teorema pueden demostrarlo con los corolarios 1 y 2 sobre los angulos formados por
dos rectas.

Teorema 12. Angulo formado por una recta y un plano

El angulo agudo formado por una recta cuyos numeros directores son [a,b,c]
y un plano de ecuacion Ax+ By +Cz+ D =0, esta dado por la formula:

|Aa+Bb+Cc|
AL +B +CNP +b +2

sena =
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Actividades

ﬂ Se piensa disefiar un modelo computacional que permita construir una vivienda cuya forma
sea de paralelepipedo y donde las coordenadas de sus vértices sean:

4(0,0,0), B(6,0,0),C(6,4,0), D(0,4,0), E£(0,0,3), F(6,0,3) G(6,4,3) y H(0,4,3).
A partir de los teoremas anteriores, deduzcan las ecuaciones de las rectas que contienen a
las aristas, las ecuaciones de los planos que contienen a las caras. Por otra parte, comprueben que

sus caras opuestas son paralelas.

i_'J‘ Las coordenadas de los vértices de una piramide son:

A(6,4,0), B(0,4,0),C(6,4,3), D(0,4,3) y £(3,10,3)

Determinen las ecuaciones de las rectas que contienen a sus aristas, las ecuaciones
de los planos que contienen a sus caras y representen esta piramide en el sistema de
coordenadas tridimensional.




Soplar y hacer botellas

Muchas veces habremos escuchado la frase “mds facil que soplar y hacer
botellas” o también “no todo es soplar y hacer botellas”

iSaben de dénde proviene ese dicho popular?

La elaboracién de botellas, desde tiempos muy remotos, ha estado basada en
la habilidad del artesano para soplar el vidrio. A pesar de lo extremadamente dificil
de este trabajo, de alguna manera el sentir popular consideré6 que comparando
el producto final, es decir la botella ya terminada, con la forma de elaborarlo, que
consiste en soplar, resultaba muy sencillo“soplar y hacer botellas”. Sin embargo, vamos
aver que no es una tarea trivial.



Para fundir el vidrio se necesita de una temperatura cercana a los 1.600 °C, para que pueda
tomar un aspecto viscoso y cristalino, con el cual trabajar con facilidad. Se vierten cargas de vidrio
en un horno —un horno artesanal se construye con ladrillos refractarios- y después de vertidas las
cargas se iniciara el proceso de fundir el vidrio. Para tomar el vidrio se utiliza un tubo hueco de
acero, que recibe el nombre de “caina”. A esta cana se le da vueltas sobre su propio eje para poder
tener la cantidad de vidrio que se requiera, de acuerdo a la pieza que se quiera fabricar. Una vez
que se tiene la masa de vidrio se procederd a darle forma esférica sobre una placa de acero, esto
se hace girando la masa sobre lo ancho o largo de la placa. Luego se pasa a soplar, con la boca en
un extremo de la cafa, buscando la forma y el tamano que se requiera.

.~ Conversen, con sus companeros y companeras, las condiciones de trabajo y de seguridad
industrial que deben darse a las trabajadoras y los trabajadores de las fabricas e industrias
que producen envases de vidrio. Consideren las altas temperaturas en las que tienen que
desempenarse las artesanas y los artesanos del vidrio.

Una parte de este interesante proceso es que se han usado las ideas del giro y de los ejes de
rotacion para generar un cierto envase de vidrio. Veamos otro proceso donde esas ideas también
son fundamentales.

Torno para madera

Nos referimos al torno, una maquina que se utiliza para fabricar piezas de diversas formas
geométricas. Ha sido usado desde tiempos muy remotos por los alfareros. Luego comenzdé
a utilizarse en carpinteria para hacer piezas como las patas de las mesas o de las camas. En
la actualidad existen tornos muy modernos que son utilizados en procesos industriales de
alta complejidad. El principio de funcionamiento de los tornos consiste en hacer girar la pieza,
alo largo de un eje de rotacion, produciendo la forma geométrica que se le quiere dar a la pieza.
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Existe una diferencia fundamental, adicional a los materiales utilizados, entre
las piezas que producen los trabajadores del vidrio y las que producen los trabajadores
de la madera. Ella es que los primeros producen envases, como las botellas, con formas
geométricas que son “huecas” mientras que los segundos producen piezas que son “macizas”. Sin
embargo, ambos utilizan el proceso fundamental del giro y de los ejes de rotacidon para lograr
un producto terminado.

Veamos como podemos, desde el contexto del aula, usando nuestros propios giros, generar
algunos cuerpos geométricos.

Generando un cilindro por rotacion

Recorten un trozo de cartulina con forma de
rectangulo y peguen uno de sus lados de mayor e—
longitud de un palito de altura (de los que se usan
en floristeria).

Al hacer girar la cartulina con el palito de altura, jqué  e—
sélido se genera?

Si la cartulina en forma de triangulo se pega al
palito en “el centro”, en uno de los ejes de simetria
de la figura, jen qué se parece y en qué se diferencia
ese nuevo sélido del que generamos anteriormente?
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En efecto, hemos generado un cuerpo geométrico en tres dimensiones (tridimensional),
llamado cilindro y que es un sélido de revolucion, idea que pasamos a definir.

Un solido de revolucion es un cuerpo geométrico que se
genera a partir de la rotacién de una region plana alrededor de
unarecta, la cual se denomina eje de rotacion o de revolucion.

Elementos de un cilindro

En el caso del cilindro podemos identificar varios elementos del mismo: su eje de rotacion,
la altura que viene dada por la longitud del lado del rectangulo que esta sobre el eje de rotacién,
el radio y la generatriz. Ese lado recibe el nombre de generatriz, porque al girar sobre el eje de
rotacion genera la superficie lateral del cilindro (ver grdfico 1).

rafFiz

Grdfico 1. Elementos del cilindro

En término estricto, el cilindro que se ha construido es un cilindro circular recto, ya que su
base es circular y su eje de rotacion es perpendicular al plano. Ustedes podrian obtener otro tipo de
cilindros usando otras figuras como bases. Sin embargo, el cilindro circular recto es el que se discute
y analiza en esta leccion.
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Ahora generemos otros cuerpos geométricos.

Generando un cono por rotacion

Recorten un trozo de cartulina con forma de triangulo
rectangulo y peguen a su cateto mas largo un palito e—
de altura.

Al hacer girar la cartulina con el palito de altura, ;qué  e—
sélido se genera?

Si la cartulina en forma de rectangulo se pega en
el palito por el cateto mas corto, jen qué se parece
y en qué se diferencia ese nuevo sélido del que
generamos anteriormente?
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Se ha generado otro cuerpo geométrico en tres dimensiones llamado cono y que también
es un sélido de revolucién. En el grafico 2 identificamos los elementos del cono generado.

Elementos de un cono

Gridfico 2. Elementos del cono

El cuerpo geométrico construido es un cono circular recto. Justifiquen por qué.

Generando una esfera por rotacion

Recorten un trozo de cartulina con forma de

—®  semicirculo y peguen su didmetro a un palito
de altura.
1
) ¢ Al hacer girar la cartulina con el palito de
:} altura, jqué soélido se genera?
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Se ha generado un sélido de revolucion, bien conocido por ustedes, llamado esfera.
En el grdfico 3 identificamos los elementos de la esfera generada.

Elementos de una esfera

Gridfico 3. Elementos de la esfera

Observen que con nuestros propios giros, “canas”y tornos, hemos generado tres sélidos de
revolucion: el cilindro, el cono y la esfera. No hemos tenido que “soplar” pero si hemos tenido que
girar para obtener esos sdlidos.

Ahora,

1%+ Recorten un trozo de cartulina con una forma disefiada por ustedes —que tenga al menos
un eje de simetria- y peguen un palito de altura a un eje de simetria de esta figura. El grdfico

4 es un ejemplo de ello.

ts Al hacer girar la cartulina con el palito de altura, ;qué sélido se genera?

Grdfico 4

270



Volumen y Areas Laterales de los Sélidos de Revoluciéon

Determinemos el volumen de un cilindro

Hemos visto que a partir del proceso
de fundir el vidrio se pueden hacer botellas
de distintas formas. Ahora bien, para envasar
liquidos es necesario conocer su capacidad.
Para ello es necesario conocer su volumen.

Vamos a determinar cudl es la expresion que permite calcular el volumen de los sélidos de
revoluciéon que hemos venido construyendo. Empecemos con el cilindro.

Antes de pasar a determinar el volumen de un cilindro, vamos a considerar la figura
gue adjuntamos.

{Cudl grupo de monedas tiene mayor volumen? Como podemos ver, los voliumenes
correspondientes a cada uno de dichos cuerpos son iguales. Este hecho, aunque para cuerpos
geométricos cualesquiera, fue postulado por un matematico italiano llamado Cavalieri, veamos:

B
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Principio de Cavalieri: Si dos cuerpos geométricos tienen la misma altura
y bases de igual area, y al cortarlos por cualquier plano paralelo a las bases,
el area de las secciones transversales es la misma entonces los cuerpos tienen
el mismo volumen.

Bonaventura Cavalieri (Milan, 1598 - Bolonia, 1647).
Matematico italiano, jesuita y discipulo de Galileo. Entre
sus obras destacan “Un cierto método para el desarrollo
de una nueva geometria de continuos indivisibles”
(1635) y “Seis ejercicios de geometria” (1649). Realizé
la primera demostracion rigurosa del teorema de
Papus relativo al volumen de un sélido de

revolucion. Ademas, popularizé el empleo

de los logaritmos en Italia.

Usaremos entonces dicho principio para determinar el volumen de un cilindro. ;Qué forma
tiene la base del cilindro? ;Cual es, en consecuencia, el area de la base? ;Cdmo son las areas de
cualquier seccién transversal del cilindro? ;Qué dimensién se tiene cuando vamos disponiendo
una seccion sobre otra? ;Cudl es entonces el volumen del cilindro?

El cilindro puede visualizarse
h como una serie de infinitos circulos
colocados uno encima de otro.

Base
Grdfico 5
Volumen de un cilindro = drea del circulo (base) -altura (h)
V.=xr'h
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Area Lateral del Cilindro

La superficie de un cilindro esta formada por dos circulos, que forman las bases, y la superficie
lateral que tiene forma de rectangulo, en donde la longitud de su base es igual a la longitud de
la circunferencia de la base del cilindro, y su altura es de igual medida a la del cilindro. Construyamos
con cartulina un cilindro para revisar el area total de su superficie.

Con una cartulina cortada en forma de rectangulo
y dos pedazos de cartulina en forma de circulo
construyan un cilindro. ;Cudl es la forma de la figura
geométrica obtenida al desarrollar la superficie
lateral del cilindro? Su plantilla podria ser como
la adjunta.

|

Como podemos observar en el grdfico 6, la medida de la base del rectdngulo es igual
a la longitud de la circunferencia de la base del cilindro.

L=2rr
Gridfico 6

A, =2rrh

Ahora revisaremos, en el grdfico 7, cdmo calcular el area de toda la superficie del cilindro
y no solo su drea lateral.

L=2nr

Grdfico 7
Area total del cilindro = Area lateral + 2 Area de los circulos (bases)
A =2xrh+ 211’
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Por lo tanto:
A =27r(h+r)
Volumen del Cono

Recordemos, de lo estudiado en tercer afno, que el volumen de un cono es un tercio del
volumen de un cilindro que tiene la base circular de la misma medida e igual altura.

Con una cartulina cortada en la forma que se

o—
presenta en la ﬁgura, construyan un cono.

[

El cono construido por ustedes tendra una altura /# y una base con un determinado radio
r. Consideremos entonces una piramide de base triangular que tenga la misma altura del cono
construido y con un drea A de la base igual que la base del cono, ambas figuras con sus bases en el
mismo plano. En Tercer Aho de Educacion Media verificamos que el volumen de la pirdmide de base
triangular era:

V:lAh
3

Por el Principio de Cavalieri los dos sélidos tendran el mismo volumen. En consecuencia,
el volumen del cono también serd un tercio del area de la base por su altura.

Grdfico 8
Volumen del cono =+ Area de la base - Altura

V.=1zr’h

c
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Area Lateral del Cono

El cono se compone del circulo de la base y un sector circular que tiene por longitud de
arco la longitud de la circunferencia, y por radio, la generatriz del cono. La generatriz viene a ser
la hipotenusa del tridngulo rectangulo con el cual se genera el cono como sélido de revolucion.

Para obtener la formula que nos permitira calcular el area de la superficie lateral de
un cono, de base circular o curva, utilizaremos la férmula del calculo del drea del triangulo. Veamos,
recordemos que la férmula que nos permite calcular el drea de un triangulo es:

s - base- 2altum

Grdfico 9

En esa formula del calculo del area del triangulo sustituimos la base por 277, que podemos
visualizar en el grdfico 9, y corresponde a la longitud de la circunferencia de la base del cono.
La altura en la férmula del drea del tridngulo la sustituimos por la generatriz (g), asi tendremos que:

4 = 2rrg
2
En consecuencia:
A, =nrg

Ahora podemos construir la ecuacién que nos permitird calcular el area total del cono:

Area total del cono = Area lateral + Area de la base

A4, :ﬁr(r+g)
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Arquimedes (287-212 a.C.) fue uno de los sabios y matemdticos mds famosos de su tiempo. El rey Hieron II,
quien gobernaba en Siracusa, pidié a un orfebre que le elaborara una corona de oro, pero una vez elaborada la corona a
éste le asaltaron las dudas, ;y si el orfebre habia sustituido el oro de la corona por plata para engafiarle? Enfrentado con
esa duda, el rey mando llamar a Arquimedes, que vivia en ese entonces en Siracusa. El rey no queria fundir la corona, por
lo cual pidié a Arquimedes que comprobara que la corona habia sido elaborada de oro puro.

Arquimedes comprobo que la corona pesaba igual que el lingote de oro entregado por el rey al orfebre, pero
quedaba por conocer el volumen de la corona, el aspecto problemdtico, con lo cual podria calcular la densidad del
material con el cual fabricaron la corona, y asi poder compararla con la densidad del oro o la plata para saber el tipo de
material o la combinacion de los materiales utilizados en su elaboracion.

Un dia, mientras se bafiaba en una bafiera, Arquimedes se percaté de que el agua subia cuando él se sumergia.
Entendio asi que al sumergirse en la bafiera estaba desplazando cierta cantidad de agua que equivaldria al volumen de su
cuerpo. Por lo tanto, si él sumergia la corona en agua y media la cantidad de agua desplazada conoceria su volumen. Tan
emocionado estaba con su descubrimiento que sin pensar en vestirse salié a la calle gritando ;Eureka! (;Lo he encontrado!).

Sabiendo el volumen y el peso, Arquimedes podria determinar la densidad del material que componia la corona.
Si esta densidad era menor que la del oro, se habrian afiadido materiales de peor calidad (menos densos que el oro), por
lo que el orfebre habria intentado engafiar al rey, lo cual al final resulto cierto.

Esta historia aparece por primera vez en el libro “De architectura”, de Vitruvio, resefiado en el libro de tercer
afio, y escrito dos siglos después de la muerte de Arquimedes. Por lo que se conoce mds como una leyenda que como
un hecho historico.
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Volumen de la Esfera

Las y los invitamos a determinar el volumen de la esfera a través de un experimento. Para
ello vamos a necesitar envases que han sido producidos a través de “soplar y hacer botellas’, como
los envases de vidrio que tiene en los laboratorios del liceo.

Grdfico 10 Grifico 11

L]

fa Llenamos de agua un vaso como el de la izquierda del grafico 10, justo hasta el orificio de
salida. Busquen un cilindro y una esfera que tengan la misma altura y en donde la base del
cilindro tendrda la misma medida que el circulo maximo de la esfera.

El circulo maximo de una esfera es aquel que se
obtiene al hacer una seccién en el centro de la esfera,
esta seccion circular posee el drea maxima.

Introducimos la esfera en el vaso lleno de agua, el agua desplazada por la esfera va cayendo
en un vaso cilindrico que tiene el mismo diametro de la base y la misma altura que la esfera.

P

t's Comprobamos que este vaso se llena hasta los 2 de su altura. El volumen del cilindro, como
3

hemos reafirmado con actividades anteriores es:

=7r'h

V

cilindro

Recordemos, como se muestra en el grdfico 10, que la altura del cilindro tiene la misma
longitud que dos veces el radio de la esfera, por lo tanto podemos sustituir en la formula anterior /
por 2 r. Asi tenemos que:

=ar’2r asi V =27

cilindro

V

cilindro
2 -

Tenemos que la altura de la esfera es = la altura del cilindro. Por lo tanto:
3

, 4
 asique V., =—nxr

2
==2rr
3 esfera 3

esfera
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Area de la Esfera

No se puede extender la superficie de la esfera sobre un plano, por ello la ecuacién que
permite determinar el drea de la superficie de la esfera no es tan intuitiva como las de otros sélidos.
Sin embargo, Arquimedes demostrd que el area de la superficie de una esfera era igual al area
lateral de un cilindro que tuviera el mismo radio y cuya altura fuese el diametro de la esfera (dos
veces su radio). Asi tenemos que la ecuacion para calcular el drea total del cilindro, como ya hemos
visto, es:

A =27r(h+r)

Si el area de la superficie de la esfera es 2 dela del cilindro, entonces podemos decir que
3
la formula que nos permitira calcular el area de la superficie de la esfera es:

A, :§27rr(h+r)
Sustituyendo la altura  por 2 veces el radio de la esfera, tendremos 4, = §2ﬂr(2r + ;)

Y desarrollando esta ecuacién, tenemos que:

A, =2(27r2r+2zrr)
(47rr +27r? )

( )

wl

wl

Actividades

l} Se adquieren dos envases que tienen forma de cilindro. Uno de ellos tiene radio de 3 c¢m
y altura de 8 ¢m. El otro tiene 8 cm de radio y 3 ¢m de altura.

*ls  ;Cual cilindro tiene mayor area de superficie lateral?
+!.  ¢Cudl cilindro tiene mayor drea de superficie total?

31‘ Se introduce un envase cénico dentro de un envase cilindrico, de manera tal que la base
del cono y la del cilindro coinciden totalmente, y la altura del cono es igual a la altura del cilindro.
Deduzcan una expresion para el volumen del espacio que queda limitado por las dos superficies
y las bases, considerando que el radio de la base es r y la altura del cilindro y del cono es 4.
La respuesta debe quedar, de manera general, en términos de ry A.
=
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D e planeta Tierra no es una esfera, por tanto no tiene un Unico radio. Sin embargo, se puede
afirmar que su radio medio es de 6.371 km. ;Cudl es el area aproximada de su superficie? Indaguen
qué se entiende por radio ecuatorial y radio polar de la Tierra.

!ﬂ Un cubo de 20 ¢m de arista estd lleno de agua. jCabria esta agua en un recipiente esférico
de 20 ¢m de radio?

!5} ;Qué figura plana permite generar los sélidos que siguen? ;Tienen un Unico eje de rotacion?
Expliquen en cada uno de los casos.

t'a ;Cudl es la generatriz en cada caso?

t'a ;El"toro” tiene generatriz? (la figura a la derecha en el grdfico 12).

Grdfico 12

Investigacion
_L= Haciendo uso de un paquete de calculo libre, investiguen coGmo pueden generar:
L] e B .7 . . 7
3+ Uno de los solidos de revolucion que estudiamos en esta leccion.

ta- Un sélido de revolucion a partir de una figura plana disefiada por ustedes.

Algunas Ecuaciones Algebraicas en r?

Una superficie estd representada por una ecuacién de la forma
f(x,y,Z) =0, asi Po(xo,yo,Zo) pertenece a una superficie si, y solo
si, / (x0,y0,20)=0, con (x,y,z)eR’
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Las superficies de los sélidos que hemos trabajado
en esta leccion se generan a partir de una curva que
se mueve en el espacio, a la que Ilamamos directriz,
esto se realiza siguiendo una trayectoria determinada a
la cual denominamos generatriz. Para trazar la grafica de
una superficie de este tipo tomamos una curva, que sera
nuestra directriz, y la arrastramos en la direccion de
la generatriz, el movimiento de la curva directriz forma
la superficie por la traza que va dejando.

z Generatriz

Superficies Cilindricas —

Veamos cémo podemos generar una superficie
cilindrica. Consideremos un ejemplo donde tenemos como Directriz  x* +)° =77
curva directriz:

Grdfico 13
x? +y2 =7’ i

que esta sobre el plano (x,y) y como generatriz el vector v = (0, 0,4) paralelo al ¢je z, en el grafico
13 podemos visualizar la generacién de ese cilindro.

Hasta ahora hemos estudiado Unicamente cilindros cuyas curvas directrices estan sobre
planos paralelos a los planos coordenados y en donde las generatrices son rectas paralelas
a alguno de los ejes coordenados. Estos cilindros se denominan Cilindros Rectos. Cuando
la directriz es una recta que no es paralela a alguno de los ejes coordenados el cilindro que se
genera se denomina Cilindro Oblicuo.

Todo cilindro circular recto tiene como curva
directrizuna circunferenciay como generatrizuna
recta paralela a uno de los ejes coordenados.

En el grdfico 13 se muestra un cilindro con directriz:
x’+y*=1,conz=0

y una recta generatriz paralela al eje z, E:(0,0,l). La ecuacién de ese cilindro sera entonces
x* + y* —1=0.Paraencontrarlaecuacion de uncilindro, se tiene que tomar en cuenta las ecuaciones

de la curva A y un vector director paralelo a las rectas generatrices. Veamos: sea 4 =(x,y,z)
un punto cualquiera en la superficie del cilindro, entonces A pertenece a una de las rectas

generatrices, y sea 4, =(x,,,,2,) el punto de interseccion entre esa rectay la curva directriz (ver
grafico 14).
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A
¢ (x0.2)
V= (c,d,e)
'i\
| (anyano)
Gridfico 14

En primer lugar determinaremos el vector que
direcciona este cilindro, para ello escribimos
la recta en forma simétrica, hacemos de esta

manera ¢ =z , de alli que:

Si vz(c,d,e) es un vector que
determina la direccién de las rectas
generatrices, entonces, la superficie del
cilindro esta dado por la ecuacién:

(x,y,z):(x0 + +ZO)+t(c,d,e)

para reR .

Veamos como hallar la ecuacion
de un cilindro que tiene como directriz:

2 2

x’+y°=9,2z=0

(una circunferencia) y sus generatrices son
paralelasalarecta z=4y—2, z=3x+5,

t=z=4y-2=3x+5

Por lo tanto:

3x+5=4y-2=z

Calculando el m.c.m. de los coeficientes de
X, Y,z , podemos escribir que:

3345 4y-2 z

Con lo cual:

Asi el vector director es:

J|—° 12 12 12
1
X+ — —5 z
I° 4 3 12
v=(4,3,12)

Ahora, teniendo (X;, ¥y»Z,) como un punto
en la circunferencia (directriz), entonces,
la ecuacion de la recta generatriz
gue pasa por ese punto es:

(x,3,2) = (X, Yo 29 ) +1(4,3,12)

281




Es decir que x=x,+4t, y=y,+3t Y z=z,+12t, ya que (xo,yo,zo) es parte de
la circunferencia, asi como ya sabemos x,” +y,> =9 y z, =0. Por lo tanto tenemos el sistema:
x=x,+4t (1)
y=y,+3t (2)
z=z,+12t  (3)

Xy =9 (4
z,=0 (%)

Sustituyendo en la ecuacion (3) la (5) tenemos que: z=12¢, de donde ¢ = Z. Sustituyendo
en las primeras ecuaciones (1) y (2) tenemos que: 12

X,=x—4t=x-4 i 3x-z
12 3 3

Asi:

z z 4y-z
V=Y Y (12) Y 4 4

Sustituyendo ahora ambas ecuaciones en (4) tendremos:

2 2
(3x_zj +(4y—zj =9 es decir,
3 4

2 2
(3X_Z) + (4y_z) =9, lacual es la ecuacion del cilindro de nuestro ejemplo con (x,y,Z)eR3 .
9 16

Generalizando: si en la ecuacion f(x,y,z)=0,x, y 0z es una variable libre, es
decir, no aparece en la ecuacion, entonces la grafica corresponde a un cilindro.
En ese caso, dibujamos el trazado de la superficie f(x,y,z) =( sobre el plano
coordenado correspondiente a las variables no libres y luego movemos esa
curva en la direccion del eje coordenado correspondiente a la variable libre.
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—4« Determinen la ecuacion del cilindro generado por la directriz (circunferencia) x+z0 =1,
con y =0,y cuya generatriz es perpendicular al plano 2x+y—-z+3=0.

— Les recomendamos hallar la recta que pasa por el punto (xo,yo,zo), perpendicular al plano
dado y que corta a ese plano en un punto satisfaciendo la ecuacién dada: x* +z* =1.

Superficies Esféricas: una superficie esférica se puede definir como el conjunto de
puntos del espacio que equidistan de otro punto dado, al que denominamos centro de la esfera.
La distancia que separa los puntos de la superficie esférica del centro de la misma la denominamos
radio de la esfera. Si situamos el centro de la superficie esférica en C(0,0,0) obtendremos
lo que se conoce como ecuacioén reducida, en donde los puntos P(x, y,z) estan en la superficie
esférica si cumplen que x* + y*> +z> =7 . Veamos un ejemplo: necesitamos hallar la ecuacién de
una superficie esférica de centro C(2,1,—4) y que tiene el mismo radio que: x* + y* +z*> —16=0.
Lo primero que debemos hacer es determinar el radio de esa superficie esférica, podemos trabajar
conlaecuaciéon que nos proporcionan, asi x* + y2 +z2=16 = r= \/ﬁ = r=4.Enconsecuencia:

(X—2)2+(y—1)2 +(Z+4)2 =4’ entonces x> +1° +2> —4x—2y+8z+21=16

La ecuaciéon de la superficie esférica dada es: x*+)°+z"—4x—2y+8z+5=0. En
general, una esfera con centro en un punto cualquiera C(m,n,l) y el radio r, se define como
el conjunto de puntos que cumplen con la ecuacién candnica (x—m)2 +(y—n)2 +(z—l)2 =r,
mientras que para una esfera con centro en el origen de coordenadas se cumple que:
x*+y*+2z° =1, (x,y,z)eR’. Hallen ustedes la ecuacion de la esfera que tiene como centro
el punto P(—4, 2,2) y como radio » = 6. Por otra parte, ;cudl es el centro y el radio de la superficie
esférica cuya ecuacion es: x* + > +z° +2x—6y—4z-2=07
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