


Matematica
Cuarto ano

Nivel de Educacion Media del Subsistema de Educacion Basica

Hugo Rafael Chavez Frias
Presidente de la Republica Bolivariana de Venezuela

Maryann del Carmen Hanson Flores
Ministra del Poder Popular para la Educacién

Maigualida Pinto Iriarte
Viceministra de Programas de Desarrollo Académico

Trina Aracelis Manrique
Viceministra de Participacion y Apoyo Académico

Conrado Jesus Rovero Mora
Viceministro para la Articulacién de la Educacién Bolivariana
Viceministro de Desarrollo para la Integracién de la Educacién Bolivariana

Maigualida Pinto Iriarte
Directora General de Curriculo

Neysa Irama Navarro
Directora General de Educacion Media

© Ministerio del Poder Popular para la Educacién
www.me.gob.ve
Esquina de Salas, Edificio Sede, parroquia Altagracia,
Caracas, Distrito Capital

Ministerio del Poder Popular para la Educacion, 2012
Primera edicion: Febrero 2012

Tiraje: 400.000 ejemplares

Deposito Legal: 1f51620123701321

ISBN: 978-980-218-330-2

Republica Bolivariana de Venezuela

Prohibida la reproduccion total o parcial de este material sin autorizacion
del Ministerio del Poder Popular para la Educacién

DISTRIBUCION GRATUITA

Yo

Coordinacion General de la Coleccion Bicentenario
Maryann del Carmen Hanson Flores

Coordinacién Pedagdgica Editorial de la Coleccion Bicentenario
Maigualida Pinto Iriarte

Coordinacién General Logistica y de Produccién
de la Coleccién Bicentenario
Franklin Alfredo Albarran Sanchez

Coordinacién Logistica
Hildred Tovar Juarez
Jairo Jesus Bello Irazabal
Jan Thomas Mora Rujano

Revision Editorial de la Coleccion Bicentenario
Norelkis Arroyo Pérez

Asesoria General Serie Matematica
Rosa Becerra Hernandez
Castor David Mora

Coordinacion EditoriaIISerie Matemitica
WIladimir Serrano Goémez

Autoras y Autores

Ana Duarte Castillo
Andrés Moya Romero
Angel Miguez Alvarez
Carlos Torres Sorando
Darwin Silva Alayon
Federico Vasquez Spettich
Herndan Paredes Avila

Jorge Luis Blanco

Keelin Bustamante Paricaguan
Mariagabriela Gracia Alzuarde
Norberto Reanno Ondarroa
Rosa Becerra Hernandez
Wiladimir Serrano Gémez
Zuly Millan Boadas

Revision de Contenido
Rosa Becerra Hernandez
Wladimir Serrano Gémez

Biografias
Walter Beyer

Correccién de Textos
Doris Janette Pena Molero
Marytere de Jesus Buitrago Bermudez

Coordinacion de Arte
Himmaru Ledezma Lucena

Disefo Grafico
Morely Rivas Fonseca

llustraciones

Himmaru Ledezma Lucena
Morely Rivas Fonseca
Rafael Pacheco Rangel

Diagramacion
Manuel Arguinzones Morales
Mariana Lugo Diaz



Estudiantes de la Patria Grande

El 4° afno del nivel de Educacion Media es crucial para reflexionar y tomar decisiones en
cuanto a las actividades que desarrollaremos en buena parte de nuestra vida, es en esta etapa
que el Ministerio del Poder Popular para la Educacion Universitaria, a través de la Oficina de
Planificacion del Sector Universitario (OPSU), compila datos sobre las opciones de las carreras que
cada estudiante desea seguir, con la intencién de planificar la oferta de cupos para el siguiente
ano. Este hecho ha servido de base para la primera lecciéon que les presentamos en este libro,
desde la cual se abordan conceptos estadisticos.

Esto es, tal como en los libros de la Coleccion Bicentenario, correspondientes a los afios
anteriores, la Educacion Matemadtica se ha apoyado en el estudio de temas, problemas vy
situaciones del contexto y de la realidad como fuente para matematizarlos y comprender, también,
los conceptos abstractos.

Con esa idea presente, este libro aborda, ademds, temas como los factores de riesgo
asociados al consumo de cigarrillos y desde éste, las probabilidades; en las pistas de automovilismo
las graficas de la funcion rapidez-distancia recorrida; en el fenédmeno de la division celular,
las sucesiones; en el interés compuesto y el indice de la talla en nifias y nifios entre 3 meses y 6
anos abordamos el numero ¢; en el crecimiento de la poblacion mundial y sus relaciones con
el sustento y el bien comun, las funciones logaritmica y exponencial; en algunos aportes histéricos
sobre las soluciones imaginarias a ciertas ecuaciones, los nUmeros complejos; en la autosemejanza
y el problema de estimar la longitud de la costa venezolana, los fractales; con las mareas del Lago
de Maracaibo estudiamos identidades y ecuaciones trigonométricas; y con los rayos de luz solar,
los vectores en el espacio.

Temas que naturalmente no agotan la gran variedad de los que se vinculan estrechamente
con la Educacion Matemdtica. Constituyen mas bien un punto de entrada al maravilloso mundo
de las aplicaciones de la Matematica y una invitacidn a ustedes para hacer de esta disciplina parte
esencial de sus vidas.

Al mismo tiempo, este libro busca abrir espacios para la reflexion sobre la sociedad y
la construccion de ciudadania, sobre el potencial papel que podemosy debemos desempenar para
construir un mundo mejor y una relacion de la mujer y del hombre con el mismo que lo preserve
para futuras generaciones. La Educacion Matemdtica posee una conexion imprescindible con
la realidad, el contexto y la ética -contrario a como podria suponerse errbneamente- y encuentra
sentido mucho mas alla del énfasis en el terreno algoritmico.



Docentes, madres, padres y representantes de la Patria Grande

Los problemas y fenédmenos propios de la cotidianidad, e incluso, los que corresponden
al estudio de otras disciplinas, pueden ser objetos de estudio importantes para la educacion
matematica, en especial aquéllos que representan motivos para incursionar en la comprension de
los conceptos y, desde ellos, en la matematizacién de tales situaciones. Como sabemos, muchas
de las decisiones de caracter social, como las que tienen que ver con la creacion o planificacion
de politicas en areas como la salud, alimentacién, educacién, vialidad, transporte, economia,
agricultura, y tantas otras, se apoyan en la Matematica. Pero nuestra particular forma de entender
el mundo y las formas en la que nos relacionamos entre nosotros mismos y con éste, también
debe nutrirse de esta disciplina. Este libro, tal como ha sido el signo de la Coleccién Bicentenario,
va en esa direccion.

Tal proposito implica que repensemos la naturaleza del binomio educacidn-matematica.

El contexto del aula, el cual trasciende las cuatro paredes que la conforman, puede
convertirse en un ambiente en el que las y los estudiantes, junto a sus profesores, familiares y otros
miembros de la comunidad, desarrollen habilidades o competencias que permitan contribuir con
su formacion integral, y con ello, la de la sociedad en su conjunto.

La sélida formacion en educacion matematica de cada uno de nosotros, junto con su valiosa
experiencia como docentes, son elementos indispensables para afrontar el amplio espectro que
brindan las aplicaciones de esta area.

Confiamos entonces en la creatividad que es caracteristica a las profesoras y los profesores,
para asi motorizar los cambios necesarios en sus instituciones. En ello serd fundamental
el intercambio de ideas entre los docentes de distintas especialidades, la planificaciéon conjunta,
la organizacion de eventos, la divulgacién de sus resultados, proyectos e investigaciones,
e incluso, la creacién de los medios para tal efecto, tarea en la que serdn de apoyo las tecnologias
de la informacién y la comunicacién (paginas en Internet y software libres) y por qué no,
los medios locales.

Esto nos acercara al significado social y critico que amerita la educacién, y la educacion
matematica en particular.

Por otra parte, en este libro se incluyen, como en anos anteriores, la resefia de educadores
matematicos cuyos aportes en nuestra disciplina son una referencia medular, justo un reflejo
de tantos miles de docentes que diariamente se dedican a fortalecer la ciudadania de nuestras
y nuestros jovenes.
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E( universo de (@ Educacion Matematica
Semblanza de a(gunos d¢ sus ilustres personqjes
Boris Lino Bossio DVivas (1919-1985)

Noace este importante educador en Ciudad Boflivar (Estado
Boflivar) el 14 de marzo de 1919,

Realiza sus estudios primarios en (@ Escuela Federal “dHeres” y
(os secundarios en el Colegio Federal de Varones (despues
Liceo JPenalver), en su ciudad natal. Josteriormente, en
1940, se titula Bachiller en J-'i(osofia grado otorgado
por fa Universidad Central de Uenezuefa (UCD).

Al fundarse el Jnstituto J%edagogico Nacional
(J. . NX.) ingresa alli a cursar estudios, egresando
de dicha institucion en 1942 con ef titulo de Jorofesor
e Educacion Secundaria y Normal en Matematicas,
formando parte de (a primera promocion de esta casa de estudios.

Jara 9ra6uarse presenté fa tesis “JPotencias de un binomio. Formula de Newton. Reg(as
précticas O0¢ Jascal”. Mas adelante, en 1958, se 9rabl’1a O¢ Licenciado en Educacion en
la UCD. Ademds, realiza otros estudios en Venezuela asi como en otros paises de América

Latina y en EE.UU.

Jnicia su docencia a temprana ¢dad, tarea que nunca abandonard durante ef resto de su
vida, como maestro en (a Escuela :Municilpa( Unitaria e Ciuwdad Bofivar. Da clases en primaria,
secundaria Yy en institutos de educacion superior. La mayor parte de su magisterio (@ ejercio
en Caracas.

Entre (as instituciones en fas cuales @bord se cuentan: Liceo de Apflicacion,
Liceo “Andrés Bello”, Liceo “Fermin Joro”, Liceo “Alcazar”, Liceo “La Republica”,
Colegio “Santa Maria”, Colegio “América”, Colegio “Santo Jomas de Aquino”,
Colegio “Santa Rosa de Lima”, Colegio Parroquial “Jufioc Vefutini”, Jnstituto
Educacional “Arbor”, J. P. N., Escuela de Jsicologia de @ UCD, Escuela
de Formacion de Oficiales de fas Fuerzas Armadas de Cooperacion,
Escuela Militar de DVenezuela.



Asimismo, fue docente en (as instituciones formqaoras 0¢ maestros: La Escuela Normal
“Gran Colombia” y (@ Escuela Normal “Migue( Antonio Caro”. Durante (os afios 60 fundo
en San Antonio de los Aftos (Estado Miranda) un colegio privado: el Instituto Educacional
“Arbor”. Fue co-fundador de otros planteles educativos.

Se destaco el profesor Bossio como un insigne autor de (i6ros de texto, cubriendo précticamente
todos los cursos de los niveles de Educacion Jrimaria y Media General. Esta produccion
editorial se desarrollo entre (os anos 1943 y 1970. Jambien redactd material de ensenianza para
(os cursos que dictd en el ambito de (as instituciones de formacion militar. Esta faceta de su actuacion
(@ comenzo escribiendo (ibros para @ ensenanza media, para Oespués abordar (a tarea de
escribir para el nive( primario.

Una caracteristica de (os textos de Bossio es que ellos estan aderezados con importuntes
comentarios historicos, que ayudan al afumno a situar (@ matematica dentro del contexto de
@ cultura Aumana y dentro de fas circunstancias de cada momento del transcurrir historico.

Adicionalmente, escribe un buen nimero de articulos reﬂexivos acerca Oe (a Joroﬁfeméticq
0¢ (@ ensenanza/ aprendizaje de @ matematica en el pais, los cuales fueron puﬁﬁcabos en
@ Revista Educacion, en (@ Revista del Instituto Pebagégico Nacional y en flos Anales del
Instituto Jedagogico Nacional.

Sus postu(aaos pebagégicos fo ubican en (a corriente conocida como Escuela Nueva.

Fue miembro, durante varios anos, de¢ (@ Comision Jécnica Revisora de Jensum y
J'-’rogramas, @ cual tuvo a su cargo @ el@boracion Oe (os programas de primaria y media
aprobados en 1944.

Fue _juﬁi(abo por e[ Ministerio de Educacion en el ano 1975 (uego de haber prestabo sus
servicios al pais durante mas de 30 anos.

JFue merecedor de diversos reconocimientos: Medalla de Honor a (@ Jnstruccion JPublica,
Orden 27 0de Junio en su Primera Clase (en 1970), Orden Andrés Bello, entre otras.
La promocién Oc bachilleres del ano 1961, el Co(egio “Santo Jomas e Aquino" (leva su
nombre. Actualmente Aay una institucion educativa que (feva su nomére: (@ U.EN “Boris
Bossio Vivas”, en las Minas de San Antonio de los Altos (Estado Miranda), creada en 1994,
Jambién, en 1998, en el marco del JIJ Congreso Jéeroamericano de Educacion Matematica,
realizado en Caracas se (e rindio un homenaje postumo.

Nuestro 6iografiabo fa((ece en San Antonio de los Afltos el 29 de septiemﬁre Oe 1985.



Indagando sobre ofertas de formacion

iBienvenidos al 4to ano del nivel de Educacion Media General! Este es el ultimo
nivel del Subsistema de Educacién Basica y es la antesala al Subsistema de Educacién
Universitaria de nuestro pais, tal y como lo consagra la Ley Orgénica de Educacion
decretada en agosto del aflo 2009, en el marco de las transformaciones educativas
que permitan“La Suprema Felicidad Social” de las y los venezolanos y en especial la de
adolescentes y jovenes como ustedes.

Durante este afio van a aprender y consolidar contenidos y conocimientos en
las distintas areas del saber, de hecho, la eleccion de estar estudiando en un liceo con
formaciéon en humanidades, ciencias, administracién o técnico medio, esta canalizando
su futuro inmediato, dado que les esta formando para el desarrollo de potencialidades
que necesitaran en un futuro cercano.



En algunos casos, no quedé otra eleccion porque en algunas comunidades sélo existe
un liceo o liceos con determinadas menciones, que quizas no son las que buscaban, cuestiéon que
para transformarla requiere tener datos precisos de lo que ocurre en su comunidad, Municipio
o Estado.

Para ayudarles en esta dificil tarea de ir pensando y seleccionando la formaciéon que
recibirdn y para permitir el disfrute de su derecho, vamos a realizar algunas indagaciones en
las que puede ayudar su profesora o profesor guia, el resto de profesores de Educacién Media,
algunas paginas web y portales que estan a la disposicién y por las técnicas de la observacion, la
entrevista o la encuesta a habitantes o colectivos ligados al mundo de la educacién o del empleo.

Una primera actividad que deberiamos esclarecer es la oferta educativa universitaria que
tienen a su alcance o que estan en su comunidad, tales como Institutos y Colegios Universitarios
oficiales y privados, Universidades Nacionales autbnomas o experimentales, Misiones educativas,
Universidades Privadas, u otros tipos de instituciones universitarias o de formacién técnica,
artesanal, artistica o deportiva, que exijan poseer titulo de Educacién Media para cursar estudios
en sus sedes.

También interesaria saber qué carreras o programas nacionales de formacion ofrecen,
de qué tratan o a qué se refieren cada una de las especialidades que forman, la duracién de
las carreras, los titulos que otorgan y en cuales instituciones podrian ejercer dicha profesion
y mostrar sus talentos. Aqui les recomendamos que revisen la pagina web del Ministerio para

el Poder Popular de la Educacién
Universitaria (http://www.mppeu.gob.ve)
en las secciones “Planes y Programas”
y “Documentos”; y en la de la Oficina
de Planificacion del Sector Universitaro
-OPSU-  (http.//www.opsu.gob.ve)  en
la seccion “libro de oportunidades de
estudio”; de tal manera que cuando
marquen la seccion (izquierda) “Carrera
y PNF” se abrird una ventana como la que
se muestra.



Fijense que estdn agrupadas por Areas de Conocimiento. En cada una de ellas de
desplegaran los planes nacionales de formacion y las distintas carreras largas y cortas
redireccionando hacia las instituciones que las ofrecen, sean publicas o privadas.

Muchas veces pasamos por alto qué materias de Educacion Media deberian dominar
o tener mayores fortalezas para cursar alguna carrera, por ejemplo, si quieren ser Veterinarios
deben tener una sélida formacién en Ciencias Bioldgicas y Quimica. Si quieren estudiar Letras o
Artes, deberian tener fortalezas en areas de las humanidades como Lenguay Literatura, y Artistica.

Si quieren ser Ingenieros deberian tener ciertas facilidades para la Matematica, la Fisica
y la Quimica, segun sea la mencién de Ingenieria a escoger.

Otras fuentes electrénicas a las que pueden acudir directamente son las paginas web de
cada institucién, en donde muchas veces colocan informaciones actualizadas sobre los planes
de formacién de las carreras que administran. Si esta a su alcance, visiten personalmente
las instituciones y “respiren” el aire universitario que existe en cada campus, de manera de ir

capt ando la mayor cantidad de datos e informaciéon que
muchas veces no se escribe o publica pero que esta en
el ambiente y sus vivencias.




Una de las cosas que queremos que aprendan es a seleccionar las fuentes mas
idoneas para obtener los datos estadisticos, considerar la mejor técnica para
recolectar y organizar los datos y llegar a analizarlos de forma que cuando deban
tomar decisiones individuales o en colectivo, tengan suficientes elementos
validos, y el actuar sea cénsono con los analisis realizados y la concientizacion
producida; cuestion que los liberara de manipulaciones y acciones alejadas
del bienestar colectivo, la solidaridad y la maxima expresion de sus talentos.

En nuestro pais, asi como en otros de Latinoamérica y el Caribe, la escogencia de
los estudios universitarios se ha venido haciendo por tradiciéon familiar; por valores culturales
poco reflexionados y en muchos casos “importados”; por recomendacion de amigos, conocidos
o parientes, hacia carreras largas conocidas como “carreras tradicionales” o “carreras liberales” asi
llamadas bajo el supuesto de un ideal de libertad o autonomia en el ejercicio y desarrollo de
la actividad profesional, que muchas veces lleva encubierto un modelo economicista que fomenta
a todo lugar el enriquecimiento egoista y el desarrollo individual ajeno a necesidades soberanas
del pais.

Si hacemos una revisién de diversas fuentes documentales acerca de las preferencias
que han estado presentes en diversos paises de Iberoamérica, podemos ver, por ejemplo, que
para el ano 2005, en México!' las carreras que encabezaron las preferencias estudiantiles eran
Derecho, Administraciéon y Contaduria Publica; en Perd? lo fueron Administracion de Empresas,
Contabilidad, Marketing, Ingenieria Industrial y Telecomunicaciones; en Espana’® las mas
estudiadas en ese momento fueron las de la rama de las Ciencias Sociales y las del dmbito
sanitario; en Republica Dominicana* las carreras preferidas por el 70% de los estudiantes

fueron Educacion, Contabilidad, Derecho, Administracion de Empresas,
Mercadotecnia, Medicina e Informatica, en ese orden.

1: www2.eluniversal.com.mx/pls/impreso/noticia.html?id_nota=123840¢&tabla=nacion

2: http://noticias.universia.edu.pe/en-portada/noticia/2011/02/28/794888/administracion-carrera-demanda-estudiantil. html
3: http://es.scribd.com/doc/54593112/Ranking-50-Carreras

4: http://grupo0la.blogspot.com/2011/04/eleccion-de-carreras-universitarias-un_2479.html




En la Republica Bolivariana de Venezuela, segun
el profesor Richard Lobo, Jefe del Programa Nacional
de Ingreso a la Educacion Universitaria de la OPSU,
las carreras mas demandadas en el 2012 fueron:
Medicina, Administracién y Derecho y en los Programas
Nacionales de Formacion: Administracion, Informatica,
Higiene y Seguridad Laboral, Agroalimentacion
y Mecanica.

Tener estos datos nos da unaidea delo que ocurre
en estos paises, sin embargo podriamos organizarlos
y prepararlos para un analisis si construimos una tabla
estadistica que resuma la afirmacion de las carreras
mas demandadas.

Recuerden que para la construccion de una tabla
estadistica debemos tener en cuenta:

;% Laolasvariable (s) que se vanaestudiarasicomo
el tipo de frecuencias que seran presentadas.

;% En este caso, la variable fundamental viene a
ser la carrera preferida, eso exige colocarla en
la columna matriz de la tabla preferiblemente
en orden alfabético para agilizar su lectura, y
la variable secundaria viene a ser los paises que
fueron mencionadosen labusquedadocumental.
De esta manera, tanto la tabla como su titulo,
respetaran este orden de presentacion.

Tabla 1. Carreras preferidas en los tres primeros puestos por estudiantes universitarios,
por Pais (2005 - 2012).




Observen que en estos paises los estudiantes casi no coinciden en sus preferencias,
sin embargo, las mayores coincidencias se dan en cuatro paises, al adjudicar los segundos
lugares a Administracion y Contabilidad, carreras que estan mas ligadas al campo de la economia
empresarial, en los terceros lugares se encuentran Derecho en paises, como por ejemplo:
Republica Dominicana y el nuestro. Las preferencias de un primer lugar son muy variadas segun
el pais que se analice.

Para ustedes como personas que ya tienen que ir pensando en su futuro inmediato,
la cuestion es tratar de congeniar sus preferencias como estudiantes (que llevan implicitas arraigo
cultural y familiar) con las necesidades de formacién que demanda el pais en proceso de transicion
de un modelo individualista con una economia de mercado, a uno que responde a la inclusion, a
la equidad y a la soberania, en el que las posibilidades de insercién a un mercado laboral a través
de un empleo no es el Unico criterio de escogencia para el desarrollo de sus talentos, sino también
las posibilidades de contribuir a alcanzar un pais independiente y la suprema felicidad individual
y colectiva.

Muchas de las politicas publicas que se disefan y se aprueban se basan en el estudio y
andlisis de datos provenientes de caracteristicas que varian de sujeto a sujeto o de objeto a objeto.
Estos datos de tales caracteristicas cuando provienen de varios sujetos u objetos se conocen como
datos estadisticos.

Observemos esta tabla de datos y veamos si se refiere a datos estadisticos.

Tabla 2. Matricula Total de Educacién Universitaria en Venezuela (Pregrado-Postgrado).
2000 - 2008.

Fuente: Instituciones de Educacion Universitaria, Comité de Estadistica de Educacién Universitaria, Nov. 2009
Disponible en http://www.mppeu.gob.ve/web/uploads/PDF/Global.pdf
* Los datos de 2008 son provisionales

Nota: Los datos de postgrado han sido estimados por la Oficina de Estadistica y Analisis Prospectivo — MPPES (hoy MPPEU), con

base en la informacion disponible en el Consejo Consultivo Nacional de Postgrado, considerando el comportamiento historico.




En este caso, cada afno viene a ser un elemento del cual nos interesa conocer la cantidad
total de estudiantes inscritos en instituciones universitarias o también llamada matricula total,
ya que no discrimina por institucidon sino que totaliza a los inscritos de todas las instituciones
universitarias del pais. En tal sentido, la matricula total de Educacién Universitaria de Venezuela
abarca los datos estadisticos que varian de afo a ano. Aqui se distinguen a quienes estan inscritos
en el Pregrado, que es alo que podrian aspirar en su futuro inmediato y que por lo general conduce
a titulos como Técnicos Superiores Universitarios, Licenciados, Profesores, Ingenieros, Médicos, y
los de Postgrado que se corresponden con aquellos grados de Especialistas, Magister, Doctores
o Post-Doctores, que bien podrian cursar al terminar su Pregrado.

Cuando los datos de una variable estan recogidos, registrados,
observados y presentados a lo largo de una secuencia de afos
o periodos sucesivos, a esta serie de datos la denominaremos
Serie Historica o Serie Cronoldgica.

Describiendo los datos

Analizar estos datos estadisticos pasa por examinar cual ha sido el valor minimo y
el maximo de estudiantes inscritos en los nueve afnos que se presentan, por ver si hay algun valor
de la matricula que se repite, cual es la matricula que divide al grupo de datos en dos partes
iguales, cual es el valor promedio o alrededor del cual giran el resto de valores de la matricula,
y cual es el grado de variabilidad de los datos alrededor de su valor promedio.

Estas interrogantes pueden ser respondidas a través de medidas estadisticas, que hemos
estado trabajando desde 1er afno de Educacion Media y que son llamadas, respectivamente, como
la Amplitud, el Modo, |la Mediana, la Media aritmética y la Desviacion estandar.

De tal manera, que si nos interesa conocer la Amplitud de la matricula de Pregrado,
la calculamos como sigue:

A4=(2.006.348 —835.596)+1=1.170.752

En el caso del Modo para Pregrado, se observa que no hay ningun valor de matricula que
se repita mas que otro y esto es de esperar, por cuanto la matricula esta asociada a la variable
poblacién y ésta es muy dinamica, haciendo poco probable que sus valores se repitan afio a ano.




Como los datos de la matricula de Pregrado se
presentan ya de manera ordenada, desde el afio 2000 al
2008, s6lo basta con ubicar el valor central de esta serie
de nueve anos (n = 9), para hallar la Mediana en esta serie
impar utilizamos la férmula de posicién o puesto que
ocupa la Mediana.

—

n+l)

(Md) =

Y el resultado sera el puesto 5° que es ocupado
por el valor 1.088.133, correspondiente al ano 2004. Por lo
que podemos analizar que la mitad de los anos tuvo una
matricula igual o inferior a 1.088.133 estudiantes y la otra
mitad de los anos un total de estudiantes inscritos igual
o superiora 1.088.133.

Para analizar la Media aritmética debemos aplicar
la formula:

S
} _ =l
n

Que en nuestro caso, implicaria sumar todos
los nueve valores de matricula de Pregrado y dividir este
resultado entre los nueve datos (r) que estan presentes.

} — =l
9

~835.596 +909.006 + 948.243 + 990.507 + 1.088.133
9

. 1.325.226 +1.718.173 + 1.914.659 + 2.006.348
9

=1.303.987,89

~1.303.988

~1.303.988 estudiantes inscritos en Pregrado como
“promedio”. Fijense que este resultado no es el que
aparece en ninguno de los anos estudiados (2000 al
2008), sin embargo, se convierte en una medida que
resume en una sola cifra el comportamiento de esta serie
de datos y nos indica la cantidad alrededor de la cual van
a girar el resto de los valores.




Midiendo la variabilidad de los datos

Ahora bien, conocer qué tan parecidos son los valores de este promedio y qué indicara qué
tan homogéneos o heterogéneos son los datos, requerira del calculo de una medida conocida
como la Desviacion estandar. Con esta medida comparamos la diferencia cuadrética (para evitar
los valores negativos) de cada valor de la matricula con respecto a su media aritmética. Veamos
los calculos realizados en la tabla 3. Como los valores de matricula son demasiado elevados,
podemos realizar una transformacion lineal de los valores para hacerlos mas manejables, por
ejemplo, podemos dividir cada cifra entre mil y asi los valores estaran expresados en unidades de
mil, luego al finalizar los calculos, podemos llevar los resultados a las unidades originales.

Tabla 3. Calculos para obtener la desviacion estandar.

. - -

La formula de la Desviacion estandar (S) es:

> - %
S — i=1
n

Y al sustituir en la férmula el resultado obtenido tenemos:

~ [1.685.048,98
9

S 187.227,66 =~ 432,698

Este resultado, recordemos que debemos llevarlo a su unidad original de medicion y para
ellolo multiplicamos por 1.000, con lo que en definitiva la desviacién estandar vendra a ser 432.698
estudiantes inscritos en pregrado.
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Utilizando el valor promedio o Media aritmética de la matricula de Pregrado y su
Desviacion estandar, dirilamos que en esos nueve afios hubo una matricula promedio de 1.303.988
estudiantes + 432.698 estudiantes, por lo que los valores de matricula en esos anos, oscila entre
871.290y 1.736.686 estudiantes.

;% En unién de sus companeras y compafieros de equipo les invitamos a que analicen qué
ocurre con los datos estadisticos de la Matricula de Postgrado. Si estos valores no les
parecen tan elevados pueden trabajarlos directamente sin transformarlos linealmente.

. Conversen con sus companeras y compaferos de curso asi como con su profesora o
profesor y familiares los resultados obtenidos en Pregrado y en Postgrado, el por qué
habra muchos menos estudiantes en Postgrado y si en estos ultimos afos se han podido
incluir a muchos mas estudiantes en el subsistema de Educacién Universitaria, como
una expresion de la “Suprema Felicidad Social’, segunda directriz del Proyecto Nacional
Simén Bolivar, 2007-2013 de la Republica Bolivariana de Venezuela.

Otro tipo de andlisis estadistico que se realiza cuando tenemos dos
grupos como el que te presentamos (matricula de Pregrado y matricula de
Postgrado) viene a ser la comparacion de la variabilidad o dispersion de
los datos con respecto a su medida de tendencia central, en este caso con
respecto a su media aritmética. Para esto dividimos la desviacion estandar
de un grupo entre su respectiva media aritmética y lo multiplicamos por
cien, para expresarlo en términos de porcentajes, el resultado es conocido
como el Coeficiente de variacion que se denomina CV. Es decir, aplicamos
una férmula como ésta:

El hecho de que su resultado se exprese en porcentaje permite un analisis mas directo,
ya que en la medida que el porcentaje se acerque a 100 la variable es mas dispersa y mientras se
acerque mas al 1% la variable es menos dispersa o mas homogénea.

Las ventajas de aplicar el Coeficiente de Variacion como medida relativa de dispersion
versus la Desviacion estandar que es una medida absoluta de variabilidad, radica en la posibilidad
de comparar dos o mas grupos a los que se les haya medido la misma variable pero que
tengan distintos tamafios, o grupos a los que se les hayan medido distintas variables, con igual
o distintos tamanos.




Por ejemplo, en tres secciones de un liceo se indagé sobre la edad en afos cumplidos,
se calculé la media aritmética y la desviacion estandar y los resultados son los que mostramos
a continuacién (copien estos datos en su cuaderno).

Sin haber calculado los coeficientes de variacién conversen con sus companeras,
companeros y profesora o profesor del curso las respuestas a estas interrogantes:

a ;Cual creen ustedes que sea la seccion mas variable o con mayor heterogeneidad en
sus edades?

.= ;Por qué consideran que esa seccion sea la mas variable de las tres secciones? ;En qué

medida estadistica se basan para afirmar que esa es la seccién mas dispersa?

. » Ahora, calculen los Coeficientes de variacion de la edad para cada seccién y comparen
los resultados para cada seccion.

» ;Cual es la seccion mas variable en cuanto a su edad? ;Coincidié con la apreciacion que
habian dado anteriormente?

*. ;A qué creen que se deba esta discrepancia entre lo que se observa en las desviaciones
estandar y lo que informa el Coeficiente de variacion?

*. A pesar de estar midiendo la misma variable jel tamafo de las muestras (secciones) es

el mismo?

Y si en la seccion 4 de su liceo hubiésemos medido el nimero de hermanos que tienen
cadaunodelasy los 32 estudiantes de esa seccidn, jles parece apropiado comparar directamente
la desviacion estandar de esta seccion con la de la edad de la seccién 27 ;Qué medida estadistica
seria mas recomendable aplicar en este caso? ;Por qué?

Visto entonces lo que mide el Coeficiente de variacion, comparen estadisticamente
la variabilidad de la matricula de pregrado con la matricula de postgrado en nuestro pais, durante
la serie histérica suministrada al inicio de esta seccién. Si tuviesen que recomendar algo acerca
del comportamiento de la matricula universitaria para los afnos venideros, en los que aspiras
a incluirte en este subsistema educativo, jqué dirian? Discutan esto en su curso.




Analizando los cambios de la variable en el tiempo

En el andlisis de cifras que involucran a una nacién, a un estado, un municipio o
una parroquia también realizamos andlisis estadisticos en los que consideramos una variable
con respecto a otra. Algunas de esas variables son demograficas como el sexo, la edad, la region
0 zona de residencia, el nivel de ingresos econdmicos, entre otras.

La matricula de pregrado y la matricula de postgrado se refieren al subsistema de
educacion universitaria a nivel nacional. Estas variables y en particular la matricula de pregrado,
a la que se refiere este nivel educativo en el sector publico que estd amparado en cuanto a su
gratuidad por la Constitucién de la Republica Bolivariana de Venezuela (4rticulo 103) y por la Ley
Organica de Educacioén (Articulo 14), conviene analizarla con respecto a otra variable que es la
poblacion en edad de estar estudiando a nivel universitario, de haber proseguido sus estudios sin
interrupcion en sus niveles previos.

Digamos que nos interesa analizar cuantas de las venezolanas o los venezolanos en edad
de 19 a 23 anos, que deberian estar disfrutando de su derecho a una educacién universitaria en
el pais, estan incluidos en ese subsistema y nivel y de esta manera evaluar el cumplimiento de
una politica publica como es la inclusién social en lo educativo. Para realizar este analisis vamos
a comparar ambas variables: matricula de pregrado en un periodo determinado y poblacion
nacional en edades comprendidas entre los 19y los 23 anos, inclusive, en un periodo determinado,
a través de un cociente en el que la poblacién nacional en las edades que nos interesan es la base
de comparacion.

Si obtenemos por indagacion electrénica la distribucion de la poblaciéon por entidad
federal de nuestro pais en un ano en particular, total y por edad, pudiéramos profundizar

nuestro analisis.

Veamos la siguiente tabla.




Tabla 4. Distribucién de la poblacién total y por edad entre los 19y los 23 aios, por entidad
federal. Afo 2001.

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica de Venezuela (INE). (2006). Censo Nacional de Vivienda 2001.
Area temdtica Educacién/edades escolares 19-23 aiios/entidad.
Disponible en http://www.ine.gob.ve/poblacion/index.html




En esta tabla 4 se observa que el total de la poblaciéon en Venezuela para el afio 2001, segun
el Censo Nacional de Vivienda 2001, alcanzé los 23.054.210 habitantes y entre los 19 y 23 afos
unas 2.997.814 personas. Esta cantidad esta distribuida por cada entidad federal de forma absoluta
(nimero de personas) y porcentual.

De estas cifras vamos a considerar la cantidad de personas en edad de estar estudiando
a nivel de pregrado universitario.

En la tabla 2 de esta leccidon busquemos la cantidad de estudiantes inscritos en el afio
2001 en pregrado, y comparémoslo con la poblacion nacional entre 19y 23 afios, asi se establece
la siguiente relacion que puede ser expresada porcentualmente o con base en cada 1.000
habitantes. Este cociente se conoce como indice. Para nuestro caso como tiene que ver con la
educacion sera llamado indice Educativo y en particular se dice que es una tasa de escolarizacion
en el nivel universitario para el afo x (TEu (ano)).

L _909.006 _
(2000 ™2 997 814

9

Este resultado nos esta indicando que s6lo un 30% de los habitantes de nuestro pais que
esta en edad de estudiar en el nivel universitario, verdaderamente esta incluido en ese nivel
del subsistema de educacién universitaria. También puede ser leido como que por cada 1.000
habitantes de nuestra patria con edades comprendidas entre 19 y 23 anos, que deberian estar
disfrutando su derecho a una educacién universitaria de pregrado, 303 personas -menos de
la mitad- estan inscritas en pregrado. Quiere decir que todavia tenemos que hacer esfuerzos
adicionales en nuestro pais para que se incremente este indice y podamos superar esta cifra,
que hace mas de una década indicaba una desigualdad de oportunidades muy grande entre
su poblacion.

Un indice es una medida de los cambios ocurridos en el tiempo para una
variable, tomando como base uno de los datos de un ano o periodo base. En
este caso se dice que se calculay analiza un indice Simple. Cuando comparamos
en el tiempo dos o mas variables en forma de cociente, se dice que estamos
en presencia de un indice Compuesto. Una de las formas de construir indices
compuestos es considerar a una de las variables como la base de comparacién
para un periodo determinado (denominador del cociente) y en tal sentido se
construye un valor relativo para analizar los cambios entre dos o mas variables.




;% El indice que estabamos calculando anteriormente ;Como lo considerarian: un indice
simple o un indice compuesto? Conversen en equipos sobre esta medida. Argumenten en
forma escrita su respuesta.

» Paraelcasodela TEu (2001) jcudl seriala formula general aplicada en estaTasa? Completen
en la siguiente expresion matematica esta formula. Escribanla en su cuaderno. Coloquen
las variables y el periodo al que se refirieron los datos, tanto en el numerador como
en el denominador.

TEu,, = ( )=

La Variacion Anual

Si con los datos de la tabla 2 de esta leccidn se realizé una comparacion de la matricula de
postgrado a través del tiempo, con la cifra del Ter afo de esa serie historica, se estaria calculando
un indice de Variacion anual y se podria completar la informacion como en la tabla 5 que se
presenta a continuacion:

Tabla 5. Variacion anual de la matricula de postgrado, Venezuela (2000 - 2008).

Argumenten en forma escrita, en sus cuadernos, los acuerdos a los que llegue el equipo,
luego de discutir estas preguntas:

% jQué tipo de indice se estaria calculando en esta tabla, uno simple o uno compuesto?

% jPor qué para el afno 2000 el indice o variacién anual es igual a 100?

% jHubo cambios en esos anos en torno a la matricula de postgrado? ;En qué magnitud?

. ;El indice de variacion de la matricula de postgrado del afio 2005 con respecto al ano
2000 (o inicio de la serie de tiempo) plantea el cociente 93.077 entre 58.8227?

% iSuresultado en términos porcentuales seria 158,24%?
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Cuando estamos analizando un indice Simple expresado en porcentaje la base
de comparacion viene a ser el 100%, todo indice superior a 100 equivale a decir
que la variable se ha incrementado tanto como sea la diferencia con respecto
a 100. De tal manera que si un indice es igual a 158,24%, indica que la variable
en el tiempo se ha incrementado en un 58,24% con respecto al ano base. Por
el contrario, si el indice simple es igual a 92%, sefala que hubo en el tiempo
un decrecimiento en la variable del 8%, ya que es la diferencia del valor del
indice con respecto a la base (100%). Su férmula general es:

Valor de la Variable (aﬁo x)

(aﬁo x) = . ~ : 1 OO
Valor de la Variable (afio base)

A ctividades

!'D Construyan en su cuaderno una tabla como la tabla 5 pero para presentar la Variacion
anual de la matricula de Pregrado.

. Analicen si el comportamiento de la Variacion anual de la matricula de Pregrado se
incrementa de la misma manera que para el nivel de Postgrado en ese periodo.
;% ;A qué creen que se deba esta diferencia?

l&) En el curso y con tus familiares y comunidad plantéense un foro en el que se discuta
una tematica como ésta:

" De acuerdo con los cambios que estratégicamente se estan realizando en nuestro pais,
icuadl de los dos niveles de educacién universitaria requeriran mayor apoyo a efectos de
permitir el mayor disfrute del derecho educativo y el consecuente desarrollo educativo
y cultural de sus habitantes?

'@ Con los datos de la tabla 4 de esta leccion analicen la distribucion de la poblacién por
entidad federal.

.'0 (Cuales son las entidades federales que para el ano 2001 poseian la mayor cantidad de
personas entre 19y 23 anos?




| ;Los porcentajes calculados que aparecen en la ultima columna de la fabla 4 pueden ser
considerados como Indices? ;Serian Indices simples o compuestos?

L)) Ubiquen en el mapa del pais los estados que tenian mayor cantidad de habitantes entre
esas edades para el afo 2001.

D (En qué zonas geopoliticas del pais podriamos decir que habian las mayores
concentraciones de ese grupo etario de la poblacién?

% (A qué creen que se deba esta concentracion en esas zonas? ;Podriamos decir que si en
pocos anos estas personas estarian formadas y se quedan en esas entidades federales
habia posibilidad de un desarrollo equitativo de las fuerzas laborales de nuestro pais?

Investigacion

.~ Para sumunicipio y entidad federal, cudles creen ustedes que deban ser las dreas o carreras
de formacion universitaria, tanto a niveles de carreras cortas (técnico superior universitario)
o de carreras largas (como licenciaturas) que deberian desarrollarse y permitir el acceso
a este subsistema.
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Indaguen a través de la pdagina web http://www.ine.gov.ve/CENSO2011/, las cifras de
la poblacion total del pais y por los distintos grupos etarios, segun el Censo Nacional de Poblacién
y Vivienda, realizado en el afo 2011 por nuestro Instituto Nacional de Estadistica.

;% De ser posible, calculen la Variacion anual de la poblacién entre 19 y 23 afos por entidad
federal en estos 10 aflos, tomen como periodo base el afio 2001.

% ;En todas las entidades federales se encontré un crecimiento porcentual de habitantes
con esas edades? ;A qué creen que se deba?

i En la secciéon “Primeros Resultados” de esa pagina web revisen los datos socio-
demograficos que ahi aparecen y pidanle a su profesora o profesor realizar jornadas
de anadlisis de esos datos y conversacion en el colectivo, ya que nos permiten tomar
prospectiva del comportamiento de nuestra poblacion y de las politicas y acciones que
han de emprenderse en el marco del Proyecto Nacional “Simoén Bolivar” en su Primer y
Segundo Plan Socialista de la Nacién. Recuerden, una patria se construye y se hace
grande de acuerdo con el aporte y esfuerzo de todos. De eso se trata nuestra Democracia
Participativa y Protagonica.

Como hemos visto la estadistica es una potente herramienta para el estudio,
analisis y toma de decisiones individuales y colectivas de un aspecto tan importante
como la formacion universitaria, pero también lo es para muchos fenémenos del contexto
y la realidad.

Ha



El consumo de tabaco

Segun la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), el consumo de tabaco es
uno de los principales factores de riesgo de varias enfermedades crénicas, como
el cancer y las enfermedades pulmonares y cardiovasculares. Se denominan
productos del tabaco los que estan hechos total o parcialmente con tabaco, sean
para fumar, chupar, masticar o esnifar, el cigarrillo es uno de ellos. Todos contienen
nicotina, un ingrediente psicoactivo muy adictivo.



Su consumo estd muy extendido en todo el mundo a pesar de que es altamente probable
que desencadene una enfermedad crénica. Para encontrar cifras de las estadisticas de consumo
de tabaco, predisposicion a enfermedades y leer mas al respecto pueden consultar la siguiente
direccion electrénica http.//www.who.int/topics/tobacco/es/ (who, por sus siglas en inglés).

Varios paises disponen de leyes que restringen la publicidad del tabaco, regulan quién
puede comprar y consumir productos del tabaco, y donde se puede fumar. Venezuela es uno de
éstos. En nuestro pais, varios entes gubernamentales y no gubernamentales realizan acciones
para minimizar el consumo de tabaco, por ejemplo, el Ministerio del Poder Popular para la Salud
emitié la Resolucién 030, que prohibe el consumo de tabaco y cigarrillos en espacios publicos,
la cual entré en vigencia el 31 de mayo del afio 2011.

Algunas investigaciones establecen que es muy dificil abandonar algo que las personas
han tenido como habito por mucho tiempo y que sienten “suyo”; 80% de los fumadores quieren
dejarlo, pero no pueden. Por otro lado, el tabaquismo crea un “clima intimo de solidaridad”
entre los que lo consumen, cuestién que dificulta el abandono de este mal habito. Los cigarros
contienen sustancias que crean dependencia entre sus consumidores, siendo la droga que con
mas asiduidad se consume a nivel mundial. Para dejar el tabaco no es suficiente buscar fuerzas
en si mismo; se hace necesaria la ayuda de otras personas para abandonar este habito tan nocivo,
no solo para quien lo fuma sino también para quienes estdn a su alrededor, ya que pasan a ser
fumadores pasivos.

A ctividad

' Consulten el trabajo de investigacion disponible en
la siguiente direccidn electronica: http://www.bvsde.paho.org/
bvsacd/cd63/tabacoysuimpacto.pdf,lean sucontenido, subrayen
aquellas oraciones en las que se plantee la probabilidad de
ocurrencia de algun evento ligado con el consumo de tabaco
en los sujetos en estudio o sobre factores de riesgo, y conversen
en clase el significado que tienen esas oraciones desde el punto de
vista matematico.




Supongamos que en una familia, en la que hay personas que fuman y no fuman tabaco,
extraemos una persona al azar y verificamos si fuma o no fuma (F o N, respectivamente). Se
“devuelve” esa persona al hogar y otra vez se selecciona al azar una persona de esa familia, que
puede ser incluso el mismo escogido anteriormente. Repetimos esta operacién una vez mas,
de tal manera que se han escogido aleatoriamente tres veces. Los resultados de esta operacion

constituyen un espacio muestral que podemos denominar E (algunos lo designan con la letra
griega omega Q).

E= {FFF, FFN, FNF, NFF, FNN, NFN, NNF, NNN}

En este caso hemos hecho un muestreo o seleccion con reemplazo o con
reposicion. El elemento que ha sido extraido al azar vuelve a ser repuesto
al lugar de extracciéon. En este sentido, un elemento puede no aparecer
seleccionado, aparecer una vez o hasta mas de una vez.

De este espacio muestral pudieran interesar eventos como

:"* No hubo fumadores

.* Solo una persona es fumadora en las tres escogencias
" El primero fue fumador.

Estos eventos definidos en términos de conjuntos son:

A={FFF} B={FNN,NFN,NNF}y C ={FFF, FFN, FNF, FNN)

El humo de tabaco es una mezcla compleja de unos 4.000 compuestos quimicos que producen cdncer de
pulmon, enfermedades del corazon y problemas respiratorios cronicos en nifias, nifios, adolescentes y adultos.

Acido estetirico
Vela de cera Tolveno
Solvente industrial

Codmio Hexamina
Butano Baterias Humo de
Gas de encendedor parrilla Nicotina
Insecticida
Amoniaco
Limpiador de poceta
Aci L.
aniZZ;ZCO Metano Arsénico pfonéxido Metanol Pintura
Gas Veneno  J, carbono Combu.?t,zble
de cloacas de avién

. La exposicién al humo de tabaco dafia la salud de todas las personas fumadoras y no fumadoras.
La separacion de dreas para fumadores y no fumadores NO protege de los efectos nocivos del humo.
. El 31 de mayo de 2011 entré en vigencia la Resolucién 030 de Ambientes Libres de Humo de Tabaco.
. Lalucha NO es contra los fumadores sino contra el daiio que ocasiona el humo de tabaco.
=
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Y sus “complementos” son:
A ={NNN}
B¢ ={NFF, FNF, FFN}
C® ={NNN, NNF, NFN, NFF}
Podemos unir estos eventos o también hacer intersecciones, por ejemplo:
B°UC ={FNN, NFN, NNF, FFF, FFN}
BnC= {FNN, NFN}

Para este espacio muestral definan en su cuaderno los siguientes eventos:

+™ P=todos son fumadores.
+% O =la segunda seleccionada es no fumadora
+'» R=dos personas son no fumadoras

Comparen las definiciones de estos eventos con los realizados como 4, By C. Respondan en
su cuaderno jAlgunos eventos pueden considerarse como complementarios? jCuales y por qué?

. Realicen las intersecciones AnB, BNQYRNQ.

. Ylasuniones PURy C°UP.

.« ;Qué caracteriza a las intersecciones de los eventos comparadas con las uniones de
los eventos?

Seleccionando elementos de una poblaciéon determinada

Veamos ahora este caso. Si una familia estda compuesta por cinco personas, de las cuales 2
son fumadoras (F) y el resto no lo es (N), y escogemos al azar a dos personas, con reposicion, ;jcual
seria el espacio muestral? Definamos que las dos personas fumadoras en esa familia son F1y F2
y las no fumadoras, seran N1, N2 y N3.

Las posibles muestras de dos personas escogidas al azar con reposicidon o reemplazo estan
enlatabla 1.

Tabla 1.




El nUmero de muestras posibles es 25, como resultado de aplicar la formula N*, donde
N =5 (nimero de personas que conforman la familia) y n = 2 (cantidad de personas que son
escogidas al azar).

Observemos estas muestras. Los resultados vienen a ser combinaciones de personas que
fuman y que no fuman. El primer término en las columnas se refiere a cada una de las posibilidades
de aparecer en la seleccion, es decir, /|, I, N, N, y N, El segundo término por columna es uno de
los posibles términos por vez, de manera que en la primera columna se combina con F, en
la segunda columna con F, y asi sucesivamente. De esta forma se garantiza que estén todas
las combinaciones posibles de dos elementos con reemplazo.

Como en esa familia podemos encontrar sélo dos posibilidades con relacién a si son
fumadores o no, pudiésemos decir que estos son los rasgos de la variable, y como es producto de
una accion aleatoria de seleccion, se puede denominar una variable aleatoria. Asi encontraremos
la variable aleatoria “numero de personas fumadoras” en la muestra, n = 2, de esa familia, como
también el “nimero de personas no fumadoras” en esa familia.

Si trabajamos con la variable aleatoria x = niumero de personas fumadoras, los posibles
valores en esa muestra serian 0, 1 y 2 personas, que se leerian asi:

;% (x=0) ninguna persona de la muestra fuma tabaco.
1) solo una persona de la muestra fuma tabaco.
% (x=2) dos personas de la muestra fuman tabaco.

".
=
[

También podriamos obtener, examinando las muestras, la frecuencia con la que aparecerian
cada uno de estos valores. Veamos:

Para (x = 0) tendriamos las nueve muestras que no tienen la letra F (fuma):

Para (x = 1) serian:
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Y para (x =2):

Al resumir tendriamos una distribucion de las frecuencias de muestras para cada valor de
la variable aleatoria x = nUmero de fumadores en muestras de tamano dos, de esa familia de cinco
integrantes, en las que tres personas No fuman (ver tabla 2).

Tabla 2.

También, si recurrimos a la definicién frecuentista de la probabilidad que, entre otras cosas,
plantea que la frecuencia relativa muestra una regularidad considerable y practicamente su valor
es el mismo al de una probabilidad para varias realizaciones o ensayos del mismo experimento
en igualdad de condiciones, en nuestro caso, seleccionar al azar dos personas de esa familia,
podriamos completar esta tabla 2 como mostramos en la tabla 3:

Tabla 3.

Desde la perspectiva axiomatica de la Probabilidad, interesa construir
un modelo matematico para experimentos en los que sus resultados no
pueden ser predichos con exactitud o certeza.




La Probabilidad es una medida de la posibilidad de ocurrencia de
un evento. Esta medida tiene varias acepciones segun su definicion.
Estd la definicion clasica, la definicion frecuencial o frecuentista,
la axiomatica e incluso la subjetiva.

Al atribuir una probabilidad a cada valor de la variable deben satisfacerse
los siguientes axiomas:

.™ Paratodax, 0<P(x)<1.

IZ::P(x):l

. SiAy B son sucesos incompatibles o mutuamente excluyentes, entonces.
P(AUB)=P(A4)+P(B)

En la fabla 3 encontramos que lo mas frecuente y, por tanto, lo mas probable (0,48) es que al
seleccionar al azar dos personas de la familia con las caracteristicas descritas, s6lo una de ellas sea
fumadora. Lo menos probable (0,16) viene a ser en este caso que las dos personas escogidas sean
fumadoras. La probabilidad de que al seleccionar dos personas en esa familia, éstas lleven un estilo

de vida saludable por estar libres de humo de cigarro (x =0), es de % =0,36 0 poco probable.
Investigacion

(Cual serd la probabilidad de que al seleccionar al azar dos miembros de su familia, ninguno
de ellos fume? ;Y cual sera la probabilidad de que sé6lo 1 de ellos fume?

Analicen el comportamiento de la variable aleatoria obtenida por sus companeras
y compaferos de equipo y conversen sobre cuadl es la prevalencia de consumo de tabaco en
sus familias.

iSerd que la probabilidad de desarrollar enfermedades crénicas cardiovasculares y
respiratorias es muy alta en sus familias? ;Qué mecanismos de previsién al respecto pueden
desarrollarse en sus familias y en la comunidad?

Elaboren una cartelera o un periédico mural en el que presenten los datos obtenidos sobre
sus familias y el consumo de tabaco, también pueden colocar resultados de otras investigaciones
y articulos cientificos publicados sobre el tema. Generen alguna campafa contra el consumo de
tabaco en su liceo o en su comunidad. Pero fundamentalmente quienes deben estar sensibilizados
son ustedes.
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Recuerden seguir los pasos presentados en esta leccién, si consiguen una forma mas corta
o abreviada de resolver estas interrogantes, conversen con la profesora o el profesor del curso para
verificar que sea apropiado el procedimiento encontrado.

Otra manera de obtener probabilidades en casos como éste, en el que el experimento
aleatorio ofrezca sélo dos resultados (fumador, no fumador), que el muestreo o seleccion se haga
con reposicion, que la aparicién de un elemento del espacio muestral no afecte la probabilidad de
ocurrencia de otro evento y que la variable aleatoria tenga una cantidad finita de valores posibles,
es haciendo uso de un modelo matematico que dé pie a una distribucion de probabilidad conocida
como distribucion binomial.

La distribucion binomial

Siguiendo el ejemplo que venimos trabajando, sabemos
que en esa familia de 5 personas, dos de ellas fuman vy tres
no fuman y considerando que nos interesan mas las familias
saludables, la proporcién de miembros no fumadores es:

PIW

Y la proporcién de miembros de la familia
cuyos miembros que fuman es:

q=l-p

Vamos a considerar el suceso (N, N,).
Razonemos cobmo podemos asignarle la probabilidad
que le corresponde. Si en cada una de las extracciones
existen n formas posibles de seleccionar a un no
fumador, en total resultan »? posibilidades de obtener
a los dos no fumadores y N? elecciones posibles de
una dupla cualquiera. La probabilidad del suceso
(N,, N,) seria:

1

2
P(N19N2)2%2p2
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De forma similar:

Si en lugar de considerar muestras de dos elementos consideramos muestras de n
elementos, podemos calcular de igual manera las probabilidades, partiendo de que todos
los conjuntos ordenados de n elementos (fumadores o no fumadores) tienen la misma probabilidad
de ser escogidos o seleccionados.

Entonces,

P (OSxSn)

xX,n
es la probabilidad de extraer exactamente x no fumadores entre los integrantes de la muestra.

Todas las muestras posibles se han supuesto igualmente probables. La formula para obtener
la probabilidad de un suceso x es

Esta funcion de probabilidad es conocida como la Distribuciéon Binomial. El nombre de
la distribucién viene del Binomio de Newton.

De tal manera, si para nuestra situacién en estudio:

n=2

x=0,1,2

p=3=0,6
5

g=2=0,4
5

Entonces, sustituyendo en la férmula, para x = 0:

P(x=0) :(§](0,6)°(0,4)2_0



En el que:
2 2!
:—:1
[OJ 0!(2—0)!

Por tanto,

P(x=0)=1-1-0,16=0,16

Ademas,
2 1 2-1
P(x=1)=(lj(0,6) (0,4) =0,48
y

P(x=2)= @j(o,@z (0,4)°=0,36

Al comparar con los resultados obtenidos en la tabla 3, vemos que son idénticos y satisfacen
los tres axiomas basicos de la probabilidad que mencionamos.

El manejo de la distribucion binomial permite el cdlculo de
las probabilidades para cada valor de variables aleatorias discretas
que satisfagan las condiciones de repeticion n veces en igualdad
de condiciones del experimento aleatorio, que el experimento sélo
ofrezca dos posibles resultados con probabilidades que se mantienen
constantes, independientes y complementarias en cada ensayo.

No soélo por su caracter abreviado en la obtencion de probabilidades, sino también
en el modelaje matematico que permite el uso de tablas de distribucién de probabilidad en
la que aparecen una gama considerable de resultados para n y p distintos se facilita la obtencion

de probabilidades.




A ctividades

!'n Conversen en pequenos grupos de qué manera la férmula de la Distribucion Binomial
abrevia los calculos de probabilidad para cualquier valorde x <n.

'&F Construyan una distribucién de probabilidades para la misma composicién de la familia
hasta ahora estudiada, en la que se extraerd una muestra aleatoria con n = 3 miembros de
la familia. Utilicen tanto el procedimiento en extenso como la férmula de la Distribuciéon Binomial.

'@ Sjahora setoma unamuestraal azar de 10 personas de una comunidad en la que el consumo
de tabaco lo hace apenas el 20% de sus pobladores, construyan la distribucion de probabilidad
para la variable aleatoria niUmero de personas que consumen tabaco. Examinen si es posible en
este caso aplicar la Distribucion Binomial, para obtener las probabilidades. Recuerden, » =10,
los valoresdexson 0, 1,2,3, ..., 10; p=0,2y g=1-p.

. * ;Qué numero de integrantes de la muestra es el mas probable que consuma tabaco?
." ;Cudl es la probabilidad de x = 5 integrantes que consuman tabaco?
s jCudlesla P(x<4)de personas que consuman tabaco?
% ;CudleslaP(x> 7; de personas que consuman tabaco?
" ;Cudlesla P(x >8)de personas que consuman tabaco?
% ;Cudlesla P(4 <x< 7) de personas que consumen tabaco?

'4) Si una poblacién estd compuesta por un 75% de personas que practican deportes
frecuentemente y un 25% de los que no; al escoger una muestra al azar de 7 personas:

. » ;Cual es la probabilidad de que mas de la mitad de los seleccionados practiquen deportes?

% ;Por qué es posible aplicar en este caso la Distribucién Binomial? ;Qué valor de la variable
“numero de personas que practican deportes’, es el menos probable que ocurra?

;' ;Sisedesea conocer la Probabilidad de que x < 6 esigual a calcular 1—P(X = 7) ? Expliquen

y tomen nota en sus cuadernos.

& Mencionen ejemplos en los que se pueda aplicar la Distribucién Binomial para el calculo de
probabilidades para cada valor de variables aleatorias.

® Conversen en las clases en que trabajaron con los textos de Ciencias Naturales y Vida, y

Salud Integral, si las probabilidades de un evento pueden ser interpretadas en el caso de la salud,
como los factores de riesgo para desarrollar o padecer ciertas enfermedades.
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Investigacion

Indaguen cudl es la prevalencia de fumadores de cigarrillos en nuestro pais y en el resto
del mundo.

% ;Qué enfermedades ha generado en nuestro pais el consumo de tabaco?
», ;Serd igual en otras partes del planeta?

Reflexionen acerca de quiénes podrian verse favorecidos con el consumo del tabaco en
nuestro pais y en el resto del mundo, a pesar de la alta asociaciéon con enfermedades crénicas.
(Afectard el consumo de tabaco, particularmente los cigarrillos, en el sistema econémico mundial?
;Qué intereses creen que se mueven tras de toda la industria tabacalera?

Como ciudadanos de una Republica en crecimiento econémico, social, cultural y politico,
qué acciones tomarian para disminuir el consumo de tabaco y aumentar la salud de los miembros
de tu comunidad. jPlantearian estas acciones sin haber recabado datos acerca del comportamiento
de este fendbmeno en su comunidad? Les invitamos a planificar y ejecutar la recoleccion de los datos
y su posterior procesamiento para enriquecer las propuestas de cambio en la comunidad.

Indaguen en Internet quiénes fueron Blaise Pascal (1623-1662), Chevalier de Meré; Pierre
Simon Laplace (1749-1827); Gottfried Leibniz (1646-1716) y Jacques Bernoulli (1654-1705),
para develar sus aportes en la construccion de la Teoria de la Probabilidad.
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El automovilismo y la Matematica

El automovilismo es un deporte fascinante tanto por su relacién con las ciencias
y la tecnologia, la necesaria destreza que debe poseer el piloto, su preparacion fisica,
e incluso, por las referencias histéricas del nutrido grupo de automovilistas
venezolanos, mujeres y hombres que han destacado en las competencias nacionales
e internacionales, como por ejemplo, Pancho Pepe Croquer, Milka Duno, Pastor
Maldonado, Rodolfo “speedy” Gonzalez, Johnny Cecotto (padre e hijo), Ernesto José
Viso y tantos mas, incluso en otros deportes de velocidad en pista como el ciclismo
y el motociclismo.



La “puesta a punto”de un auto de carreras implica el disefio de partes y mecanismos cada

vez mas eficientes, la consideracion de elementos que permitan predecir las condiciones

atmosféricas al momento de las pruebas o de la carrera, tales como la lluvia, la humedad,

la velocidad del viento y la temperatura, el grado de desgaste de los cauchos, la resistencia que

opone el vehiculo al viento, y tantos otros elementos. La Matematica resulta fundamental para
comprender muchos de los fendmenos que son propios a la practica del automovilismo.

En esta leccién estudiaremos el interesante mundo de la construccién e interpretacién
de graficas de funciones vinculadas al ambito de la velocidad de un auto disefiado para tal
fin, en especial, la idea de deducir caracteristicas del fendmeno o relaciéon que dio origen al
grafico; lo cual tiene aplicaciones mas alla del contexto que rodea a esta leccion. Fijémonos que
los periddicos y otras publicaciones, impresas o no, los recibos de energia eléctrica y gas
doméstico, entre otros medios, muestran frecuentemente informaciones en forma grafica, que
debemos ser capaces de comprender ya que forman parte de los elementos a considerar para
tomar decisiones y para la accion individual y colectiva.

En lo que sigue es fundamental distinguir entre “velocidad” y “rapidez”; la primera refiere
a una magnitud vectorial y la segunda a una magnitud escalar.

De la pista al grafico

Consideremos una pista como la mostrada en el grdfico 1, la cual consta de dos “rectas’,
llamadas asi en el ambito de este deporte; pero como sabemos son en realidad “segmentos de
recta’, y dos curvas con forma de semicircunferencia. En ésta hemos indicado el punto de largada
o salida y el sentido en el que se hace. Debemos tener presente que esta pista es una curva
cerrada, es decir, la linea de partida coincide con la linea de llegada, contrario a como sucede en
las competencias en campo abierto, en las que no hay un trazado, o bien, estas lineas son distintas.

Grdfico 1. Pista A




Ademas, de la Pista A (grdfico 1) conocemos que cada segmento tiene una longitud de 1 km,
la largada se encuentra en el punto medio de uno de tales segmentos y el didmetro de cada
semicircunferencia es 0,5 km. Ahora podemos indicar esta informacion en el grdfico 2. En él, los
puntos 4, B, Py Q representan los puntos extremos de los segmentos de recta; 4 y P son los puntos
de comienzo de cada curvay By Q son los de término. Entonces, nos plantearemos responder dos
cuestiones centrales:

. ;Cual es la longitud total de la pista 4?

;% Si sabemos que el vehiculo va en su vuelta de clasificacion su rapidez al pasar por la linea
de largada (la rapidez inicial) no es 0 km/h sino que va al maximo y que la rapidez tope del
automovil en los segmentos de recta es 310 km/h y en las curvas es 250 km/h, jcual seria
una grafica aproximada de la rapidez con respecto a la distancia?

Grdfico 2. La pista A con los datos inicales

Para responder la primera pregunta necesitamos deducir la longitud de los arcos de
circunferencia de extremos Ay B,y Py Q, respectivamente, es decir,m ABy mPQ . Peroya conocemos
que la relacién entre la longitud de la circunferencia y el diametro es 7T, lo cual se escribe asi:

C

— =7

D

En consecuencia, como D = 0,5 km, obtenemos que:

C
=
0,5 km
Es decir:
1
C=O,5km7z=5km7z




Pero ésta es la longitud de la circunferencia, en la pista
A la curva es media circunferencia.

Asi que sélo nos resta multiplicar cada miembro de

. . 1
la expresién anterior por 3

lC=l lkm Vs =lkm 7=0,78km
2 2\ 2 4

Ya con lo anterior sabemos que la pista tiene
una longitud aproximada de:

L~ 4(0,5 km)+2(0,78 km) =2km+1,56 km=3,56 km

Lo cual da respuesta a la primera pregunta. Respondan
ustedes, jpor qué aparecen los coeficientes 4y 2, y por qué
usamos el simbolo “="? Fijense que en ambos segmentos
de recta hay cuatro secciones de 0,5 km cada una, y
la longitud de ambas curvas es precisamente la longitud de
la circunferencia:

C ~2(0,78 km) =1,56 km

Abordemos ahora la segunda pregunta.

Para construir un grafico aproximado de la rapidez del
automovil con respecto a la distancia recorrida, debemos tener
presente que tal relacion puede representarse en un Plano
Cartesiano, en especial, en el primer cuadrante, ya que ambas
magnitudes toman valores mayores o iguales a cero.

Ademas, como sabemos que la rapidez maxima en
los segmentos de recta es de:

310 km/h
Y en las curvas es de:
250 km/h
De acuerdo a la informacién suministrada en

el problema. Estos nimeros permiten identificar unas “guias
horizontales”, tal como mostramos a continuacion.




Es decir, el rango de la funcion f'que describira la relacion rapidez-distancia es el intervalo
cerrado [250,310]

La curva que buscamos no sobrepasa la recta que corta al eje y en 310; y tampoco esta
por debajo, en condiciones del rendimiento éptimo del vehiculo y del manejo, de la recta que
corta al eje y en 250. Es decir, la curva que construiremos se encuentra en la regién sombreada
(ver el grafico 3). La deduccion que acabamos de hacer es importante para lo que sigue. En este
mismo grafico hemos indicado con 4, B, Py Q los puntos de entrada y salida de las dos curvas que
estan en la pista 4.

Gridfico 3. El rango de la funcion f




Notemos que el punto A lo dispusimos justo a los 0,5 km de recorrido. En el punto B
el vehiculo ya ha recorrido, aproximadamente, 0,5 km + 0,78 km = 1,28 km. En el P,
1,28 km + 1 km = 2,28 km, y finalmente en el Q, 2,28 km + 0,78 km = 3,06 km. Desde el punto
0 hasta la linea de meta hay 0,5 km, lo que totaliza:

3,56 km (que tiene la pista).

Ahora trazaremos la curva que se corresponde con la funcién ' que relaciona la rapidez del
vehiculo con la distancia recorrida. Para ello consideremos que en la linea de largada, estando
el vehiculo en su vuelta de clasificacion, la rapidez es 310 km/h, justo el tope que alcanza el vehiculo,
ya que se encuentra en pleno segmento de recta; o como se diria en el argot automouvilistico: en
una de las rectas principales. Es por esta razén que:

enx=0,secumple que f(0)=310.
Asi que el punto de coordenadas (0 , 310) es el corte de la grafica de f'con el eje y.

Con esto, ya sabemos dénde comienza la gréfica. Para construir el resto basta tener en
cuenta que:

;% Cuando el vehiculo se aproxima al punto 4, debe disminuir su rapidez. Por tal motivo
la grafica comienza a decrecer al acercarse a x = 0,5 (veamos el grdfico 4). Aqui tal punto es
aproximadamente x = 0,4, considerando que este vehiculo comienza a frenar 100 m antes
de llegar al punto 4.

;% Desde alli su rapidez continta descendiendo hasta alcanzar los 250 km/h. Es por ello que
la grafico 4 es decreciente hasta cierto punto antes de culminar la curva, es decir, antes de
llegar a B. Nosotros hemos asignado a tal punto el valor x =0,9 . Pero como sabemos, ello
depende de varios factores, entre los que destaca el estilo de manejo del piloto.




" Justo desde alli, desde x = 0,9 , comienza a incrementar su rapidez, ya que esta

L i n

saliendo

de la curva 1. Tiene por delante el segundo segmento de recta, tramo en el que alcanza
nuevamente la rapidez tope del vehiculo: 310 km/h. Lo cual se traduce en que la gréfica es
creciente desde x = 0,9 hasta unos 100 metros antes de llegar a la curva 2, punto que hemos
fijado en x =2,18 . Notemos que 2,18 es la distancia desde la linea de largada hasta 100 m

antes de llegar al punto P.

Gridfico 4. La curva rapidez-distancia en la seccion 1 de la pista A
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Ahora, reflexionen por un momento y respondan, jpor qué el grdfico 5 de la rapidez-
recorrido de este vehiculo, desde la linea de largada hasta el punto medio del otro segmento de
recta (hasta x =1,78), debe ser aproximada a lo que falta de la pista?

iPorque la pista 4 es simétrica! Asi que s6lo nos resta repetir el trazo que hicimos antes hasta
completar los 3,56 km.

Grdfico 5. Una aproximacion a la grdfica en la pista A

Destaquemos aqui que con muy poca informacion inicial pudimos construir una interesante
curva. Método que podran emplear a lo largo de esta leccion.

La funcion fque mostramos es periddica, idea que pasamos a definir.

Si una funcién verifica que f(x)= f(x+ p) paracierto
numero real p, entonces se dice que f'es periddica y p
es el periodo.




Ahora pueden responder, ;jcual es el periodo de la funcién f
de nuestro ejemplo?

Como la pista 4 puede dividirse en dos partes idénticas
(simétricas), entonces es de suponer que la grafica de la funcién
rapidez-recorrido también serd simétrica en esas secciones de
la pista. Es decir, la gréfica de f'en el intervalo [O , 1.78] es idéntica a
la grafica de fen el intervalo [1.78, 3,56]. El valor 1,78 lo copiamos en
el intervalo como 1.78 con la intencién de no confundir con la coma
que separa las cotas que senala el intervalo.

Adicionalmente, fijémonos en que, por ejemplo:

7(0) =7(0+1,78)= £(1,78) =310
£(0,9) = £(0,9+1,78) = £(2,68) = 250
£(1,28) = £(1,28+1,78) = £(3,06) = 280

Pero esto se cumple no solamente para 0; 0,9 y 1,28, sino
también para cualquier otro x en el dominio de la funcién f.

Comparen estos resultados con el grafico antes construido.

Ahora, reflexionen y conversen con sus companeras
y compaferos sobre las siguientes preguntas:

% ;Por qué se escogié al punto 1,787

;% En condiciones éptimas del vehiculo y de manejo, ;cual es
el valor de /(3,56)?

;% Si el vehiculo da una segunda vuelta a la pista 4, como sera
la grafica. Anoten mas valores en el eje x y construyan tal
grafica. ;Qué distancia recorre el vehiculo? ;Cuantas veces se
repite el trazo de la seccién 1 a lo largo de las 2 vueltas?

;% ;COmo serd la gréfica si justo al salir de la segunda curva, en
el punto Q, el vehiculo se averia y se detiene?

[
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Del grafico a la pista

Profundizaremos en nuestro estudio sobre las funciones y sus graficas. En el ejemplo
previo, dada una pista y ciertos datos iniciales, construimos la grafica de la funcién que relaciona
la rapidez con la distancia. Ahora trataremos de “recorrer” el camino contrario, es decir, dado
el grafico rapidez-distancia deduciremos qué pista le dio origen.

Veamos entonces el siguiente ejemplo:

Grdfico 6. La relacion rapidez-distancia en un vehiculo




Supongamos que la funcién rapidez-distancia de cierto vehiculo dedicado a
las competencias es el que mostramos en el grdfico 6. Esta se corresponde con su desempefio
Optimo, asi que consideraremos que los datos fueron tomados en su mejor vuelta. Sin embargo,
s6lo nos enviaron esta informacién y no la forma que tiene la pista. Asi que tal situaciéon nos
coloca ante un problema fascinante que abordaremos a continuacion.

En primer lugar, notemos que el grafico dado presenta informaciéon sobre la distancia
recorrida por el automovil, medida en km, y la rapidez de éste durante una vuelta al circuito, medida
en km/h. Ademas, la grafica que describe la relacién es continua, como era de esperar, es decir, todos
los valores entre 0 y 2,8, incluidos los extremos, tienen su correspondiente imagen.

Les sugerimos ahora que junto a sus compafieras y companeros indaguen sobre algunos
aspectos que necesitamos precisar, como:

% La longitud aproximada de la pista

;" La rapidez minima y méaxima que alcanza

;% Coémo varia la rapidez con respecto a la distancia. Lo ultimo es fundamental y se basa en
unaidea sencilla: el vehiculo en un segmento de recta lo suficientemente“extenso”alcanzara
su rapidez tope, en cambio, al acercarse y entrar a una curva su rapidez debe decrecer de
forma acentuada; pero al salir de la curva su rapidez crecera también de manera acentuada.

Asi que los intervalos en los que la grafica sefala la velocidad tope y los picos constituyen
la informacion necesaria para deducir la forma que tiene la pista.

En sintesis:

Como la grafica tiene tres picos bastante pronunciados, ello hace pensar que existen 3
curvas en la pista.

Fijémonos en que la rapidez en dos de los picos (en dos de las curvas) es de:
80 km/h

Y en el tercer pico la rapidez es de:
100 km/h

Lo cual permite deducir que dos de tales curvas son casi idénticas y la tercera es un poco
mas abierta.

Sélo nos resta obtener datos sobre los segmentos de recta que tiene la pista. Entre cada pico
el automovil alcanza la rapidez tope (300 km/h). Por tanto, la pista debe tener 3 segmentos de recta.
Pero, ;qué longitud tiene cada segmento de recta? Para ello observamos la distancia recorrida entre
pico y pico, ello nos dard un dato aproximado necesario para elaborar el diagrama de la pista. En
efecto, entre el primer y el segundo pico hay 1 km, entre el segundo y el tercer pico hay 0,7 km, por
ultimo, entre el tercer y el primer pico hay 1,1 km.

B
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Con todo lo anterior ya estan en condiciones de esbozar la forma que tiene la pista B.

Grdfico 7. La relacion rapidez-distancia en la pista B junto con la informacion deducida

Grdfico 8. Pista B

Ahora, jcual es el periodo de esta funcion?
Suponiendo que el vehiculo y el piloto se comportan
de forma similar por algunas vueltas, entonces
el periodo es justo el valor que toma la longitud de

la pista:

2,8

Asi,
f(x) = f(x+ 2,8)

Para todo x en el intervalo [0, 5] . Donde b
representa la distancia durante la cual el vehiculo se
comporta con un rendimiento similar.

Por ejemplo:

£(0)=300= £(0+2,8) = £(2,8)
7(0,6)=80=£(0,6+2,8) = f(3,4)
7(1,6)=80= f(1,6+2,8)= f(4,4)
£(2,3)=100= £(2,3+2,8)= f(5,1)




Como hemos estudiado, los graficos contienen mucha informaciéon sobre el fendmeno
al cual hacen referencia. Basta entonces saber “leer” esos datos y deducir aspectos como los que se
han mostrado anteriormente. O reciprocamente, desde ciertas caracteristicas que conozcamos de
alguna situacién, podemos elaborar el grafico que ilustre ese comportamiento. Las dos secciones
previas tienen que ver con estas ideas.

Naturalmente, esto aplica no solamente para las pistas de automovilismo y la relacion
rapidez-distancia sino para una multiplicidad de problemas que abarcan la cotidianidad y
la realidad. La matematica es entonces una fuerte herramienta para el pensamiento y la accién
individual y colectiva.

En la leccion sobre Las mareas en el Lago de Maracaibo sera importante el concepto de
funcién peridédica que aqui estudiamos.

A ctividades

J'D iCudles de las siguientes graficas se corresponden con una funcién periédica? ;Por qué?

i Grdfica B
Grdfica A

Grdfica C
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|&) Esbocen el grafico de una funcién periddica (distinta a las estudiadas a lo largo de la leccién).

@) ;Cudntas curvas tiene la pista en la cual un auto de competencia genero, en su vuelta
lanzada, la grafica que sigue?

Grdfico 9. Una funcion rapidez-desplazamiento

@) Consideren el grafico que mostramos a continuacion y conversen sobre las siguientes
preguntas: (a) La funcion que corresponde a esta grafica, ;es periddica en el intervalo presentado?
(b) ;Por qué? (b) En el caso de que sea periodica, deduzcan cual es el periodo.

JEs esta funcion periodica?




& Conversen sobre las mismas preguntas planteadas antes en el caso de la grafica que
mostramos a continuacion.

Grdficode f(x)=0,005x"—0,1x* +0,5x +0,5

L] Construyan un grafico aproximado de la funcién rapidez-distancia generada por un vehiculo
de competencia, en su vuelta lanzada, correspondiente al circuito del grafico 10. ;Cual es la grafica
rapidez/distancia asociada a esta pista?

Grdfico 10

Si f es periédica y su periodo es p, ;a qué es igual f(x+2p)? ;Y f(x+3p)? ;Se puede
generalizar este hecho? ;De qué manera?
»
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Investigacion

Indaguen qué otros fendmenos o sucesos de la cotidianidad y la realidad se asocian con
funciones periddicas, por ejemplo, en dreas como la medicina, la musica, la electricidad y electrénica,
la mecanica automotriz, la meteorologia, la astronomia y tantas otras. Conversen ello en el contexto
del aula, asi como con sus familiares y vecinos.

Organicen una exposicion en su comunidad sobre el concepto de funcion y en particular de
las funciones periddicas y sus aplicaciones en cada una de las areas antes descritas.

Las altas velocidades estan reservadas para las competencias oficiales en pista, no para
nuestras carreteras, calles, avenidas y autopistas. Infringir la ley en este sentido ha ocasionado
muchisimas muertes y lesiones graves. La pasion por el automovilismo debe acompanarse por
un profundo respeto a la vida, a la seguridad y a las leyes y normas.

Una fecha importante para el automovilismo en nuestra América es el 4-11-1948, ese dia
termind la épica carrera Buenos Aires — Caracas, con un recorrido de mas de 14.000 km, iniciandose
asi la pasién por este deporte en suelo patrio y en otros paises de la regiéon. Pancho Pepe Créquer,
Chester Flint, Eduardo Mufioz Sdnchez-Monge, Amedeo Marcotulli, Atilio Cagnasso, Ettore Chimeri,
Marcelo Barrdez y Ali Rachid son algunos de los pilotos destacados de la época. Otro hecho
importante lo fue el Gran Prix de Venezuela (6-11-1955), llevado a cabo en el inaugurado Paseo
Los Proceres de Caracas, resultando vencedor el gran Juan Manuel Fangio. Alli participaron
escuderias como Ferrari, Maserati, Gordini, Osca y Porsche. Posteriormente se crearon
los autédromos de San Carlos (Edo. Cojedes) y Turagua (Edo Aragua, rebautizado luego como
Pancho Pepe Croquer), entre otros.
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Las sucesiones en la division celular

La division celular: los organismos pluricelulares, como los seres humanos,
son el resultado de un conjunto de cambios bioldgicos, fisicos y quimicos muy
complejos. La transformacion del huevo cigoto, que resulta de la fusion del évulo
con el espermatozoide, en un ser conformado por millones de células, un proceso
maravilloso. Tras sufrir multiples divisiones celulares, se crea un conjunto de nuevas
células, formandose asi cada una de las estructuras que componen el cuerpo humano.
Resulta fantastico saber que nuestro cuerpo contiene mas de 220.000 millones de
células (220.000.000.000), que se subdividen en familias distintas, cada una con
una funcion y disposicién concreta.



A partir del huevo cigoto comienza un proceso conocido como reproduccion celular o
division celular, el cual consiste en que cada “célula inicial” se divide en dos células, y luego se
reitera esto con cada una de las células “hijas”. El crecimiento de los seres vivos es producto de
la division celular. En la imagen inicial de esta leccidon presentamos una etapa de la division celular
en embriones de erizos de mar. La Matematica aparece hasta en los fendmenos que dan origen
a la vida. Esta leccién se ocupa precisamente de uno de tales aspectos matematicos: la idea de
sucesion, y con ésta, los conceptos de progresiones aritméticas y geométricas.

Centremos nuestra atencion en el proceso de divisién celular humana desde el momento
de la fecundacion. A partir de este primer momento, un sélo organismo se reproduce, segun
latabla 1, hasta llegar a las 256 células correspondientes al momento 9, o novena divisidon. Veamos:

Tabla 1. Momentos de la division celular.

Un conjunto de niumeros ordenados como el siguiente: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 se
denomina sucesion y tiene 9 términos. También loes 1,2, 4, 8, 16,32, 64, ... en la que hay infinitos
términos, a diferencia de la sucesién anterior (los puntos suspensivos indican esto precisamente).

El concepto de sucesion

Una sucesion, S(n) es un conjunto de numeros ordenados de
acuerdo a una ley. Asi, una sucesién puede ser finita o infinita (o bien,
ilimitada), segun el conjunto S(n) sea finito o infinito.

S(n):{ao,al, a,, a,, a4,a5,...,an}

O bien:

S(n):{ao,al, az,a3,a4,a5,...}




Una sucesién también se puede definir como el
conjunto de las imagenes de una funcién f cuyo dominio es
un subconjunto 4 de los nimeros naturales N y su conjunto

de llegada es R, es decir, f: 4— R donde S(n)=Rango A.
a,, a,, a,, a,, a,, ds,... sonlostérminos de la sucesion.

La relacion que determina y representa a cada uno de
los términos de la sucesion se denomina término general a, .

Para denotar una sucesion, es comun no escribirlacomo
conjunto sino que simplemente se exponen sus términos o su
término general.

Por ejemplo, en lasucesion finita 1,2,4, 8, 16,32, 64,128,

256, el primer término es 1, y el ultimo es 256; lo cual podemos
simbolizar como sigue:

Y en la sucesion infinita 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64,
Nos queda:

a =1

Pero no hay un ultimo término.
Otros ejemplos de sucesiones son:
S(n) = {3, 6,9,12,15, ... } y S(n) = {1, 3,5,7,9,.. }

La primera de ellas consta de los multiplos positivos de

3. Es decir:
a,=3,a,=6,a,=9, a,=12, ...

Y el término general es a, =3n.En cambio, la segunda
sucesion esta formada por los niumeros impares positivos:
a =1 a,=3, a=5, a,=7,.. y el término general es

a,=2n-1.

Otros ejemplos de sucesiones son:
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Los conejos de Fibonacci: "una pareja de conejos que acaba de nacer en una granja. Al
cabo de dos meses, ya en su adultez, esta pareja se encuentra preparada para reproducirse, y lo
hacen de acuerdo a la regla: cada mes procrean una pareja y asi sucesivamente. Su descendencia
sigue el mismo patron de reproduccion”. ;Cudl es el nimero de conejos en esta granja en
los meses siguientes? En este problema tan peculiar, propuesto por Leonardo de Pisa en el afio
1202, observamos que para el primer mes la pareja de conejos es aun joven, en el segundo mes
la pareja llega a su edad adulta, ya en el tercer mes procrean una nueva pareja. Al cuarto mes,
la primera pareja vuelve a procrear, y su descendencia del mes anterior ya tiene un mes. Al quinto
mes procrea la primera pareja y también lo hace su primera descendencia. Al sexto mes procrea
la primera pareja, procrean la primera descendencia y la sequnda descendencia y se hacen adultos
la ultima cria de la primera pareja y la de la primera descendencia... El diagrama siguiente nos
muestra el nimero de parejas y conejos hasta el sexto mes.

Tubla 2. N° de parejas de conejos por mes.




Les proponemos que completen y amplien la tabla 2.
Ademas, conversen sobre las preguntas:

" ;Cual es el décimo término?

;% ;Se puede afirmar que la relacion anterior define
una sucesion? ;Por qué?

;% ;Cudl es laregla de formacién de esta sucesion?

Esta se conoce como sucesion de Fibonacci. Son
muchos los fendmenos de la naturaleza que guardan
relacién con ella, tal es el caso de la disposicion de las hojas
en el tallo de ciertos arboles, el nUmero de espirales a
la izquierda y a la derecha en una flor de girasol, la forma
de agrupar las semillas en la flor de la margarita, y tantos
otros ejemplos. La sucesion de Fibonacci se vincula, incluso,
con el numero de oro (@) -al calcular los cocientes de
términos consecutivos notaremos que éstos se aproximan al
numero @.

Una sucesion de los Pitagoricos (acercamiento por recurrencia) : un ejemplo de acercamiento
por recurrencia se da en una pareja de sucesiones muy curiosas que los pitagdricos construyeron y
denominaron pares de numeros, lado y diagonal.

Sean las sucesiones L y D de manera que:
L=1 L=L+D =2 D,=2L+D =3 L=L+D,=5 D,=2L+D, =7

Como se puede observar existe una ley de formacion, ésta es:

Ln+l :Ln +Dn

Ademas,

D, =2L+D,
Ahora hallaremos los cocientes entre el numero diagonal y el nimero lado.

3

D1, D3, D, 17
L L 2

T 14 4oL 21,416
5 L, 12

wh |w@
|
|

iNoten que estos numeros se van aproximando a \/5 por defecto y por
exceso alternativamente!
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Otros ejemplos de sucesiones. para las sucesiones que mostramos en el grdfico 1, respondan:

;% ;Cuales de ellas son finitas?,

;% ;Cual es el primer término en cada caso?

;% Deduzcan el término general para cada sucesion, excepto para la de nimeros primos.
;% ;Qué otras sucesiones pueden disefar ustedes?

Grdfico 1




Serie

La serie de una sucesién S(n) es la suma de sus términos.

La suma de los n primeros términos de una sucesion se indica asi:

n
zai:a0+al+a2+a3+---+a
i=0

n

Y si la sucesion es infinita podemos escribir D.a,=aytatatagte
i=0

2 eslaletra griega “sigma” (en mayuscula).

n
La expresion Zaz‘ , se lee” la suma de términos de la forma a, desde i =0 hasta i=n".De
i=0

0

forma similar, Z"i , indica“la suma de términos de la forma a, desde i =0 hasta el infinito”
i=0

Sucesiones de numeros poligonales: como sabemos existen relaciones entre los niumerosy los
poligonos. Particularmente consideraremos aquella que nos permite obtener un nimero poligonal
a partir del nimero de lados del poligono (en el grdfico 1). En la tabla 3 se muestran los primeros
seis términos de tres sucesiones poligonales:

Tabla 3. Sucesiones de numeros poligonales.
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Si queremos calcular la suma de los primeros cuatro términos de la sucesion triangular
podemos escribir lo siguiente:

2 2 2 2
=1+3+6+10
=20

24: n-(z+1):1~(1+1)+2-(2+1)+3-(3+1)+4~(4+1)
1

i=

Como el nUmero de términos de la serie es finito, también lo es su suma.

Ahora calculen la suma de los primeros ocho términos de la sucesién de numeros
cuadrangulares y rectangulares.

n
Una suma finita: la expresion Zai =ayta+a, T a;+ an cambio, es una suma infinita.
i=0

{Como es la suma de una cantidad infinita de numeros? ;Es posible que una suma infinita dé
un resultado finito? Para responder a las preguntas anteriores nos apoyaremos en la siguiente
situacion: supongamos que tenemos una tira de papel y cortamos la mitad de la tira, luego
cortamos la mitad de la mitad que restaba, es decir, un cuarto de la tira de papel, posteriormente
seleccionamos otra vez la mitad del cuarto que quedaba, es decir, un octavo del papel. Este proceso
lo podemos repetir de manera indefinida pues en cada nueva particion queda una parte de la tira
de papel. Este proceso es una iteracion.

Lo que hemos cortado del papel se puede escribir como la suma:

Si seguimos este proceso de forma indefinida los términos que se van agregando son cada
vez mas pequefos y la expresidon anterior se convierte en una serie infinita. jEsta suma es finita
o infinita?

Ya que la tira de papel tiene una medida finita, la suma dada sera finita.




Esta serie posee tres caracteristicas importantes:

;% Con base en la representacién grafica podemos afirmar que sin importar el nimero de
términos que sumemos, el total siempre sera menor o igual a uno.

;% Entre mas términos de la serie sumemos, la suma sera mas cercana a uno.

.% Cada término de la serie es un numero racional que tiene por numerador uno y por
denominador un numero de laforma2” (neN y n#0).

Todo esto nos permite pensar que la suma de infinitos términos tiene, en este caso, un valor
finito que es uno. Esto es:

I 1 1
F—t—Ft—+

I 1 1
l=—+—+—
2 4 8 16 32 2"

Analicemos esta situacién con mas detalle, para ello veamos como se comportan las sumas
parciales de esta serie como se muestran en la tabla 4.

Tubla 4. Sumas parciales de la serie.

1 1

H
De lo anterior podemos decir que: Z? =1 o - A medida que n toma valores mas grandes,
i=l
sumamos mas y mas términos de esta serie. De forma intuitiva, cuando n se vuelve mas grande,
” ]
la serie 5 esta mas cerca de uno. En este caso a medida que 7 crece, i se acerca mas a cero. Por
i=1 i

| _1 1 | 1
lo tanto, 24? ~ yn seacercaa 1-0.Es decir, ZE: 1—2—,, tiende a uno cuando » tiende a infinito.
= i=1
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Una suma infinita (otro caso de las series infinitas): En el ejemplo anterior los términos
se volvian cada vez mas pequenos; aunque siempre aportaban una cantidad, el resultado que
se obtenia era finito. Ahora bien, jserd cierto que la suma de una serie infinita cuyos términos
decrecen es siempre finita?

Veamos un ejemplo para darnos cuenta que esto no es siempre cierto, es decir, la suma de
una serie infinita no siempre es finita. Consideremos la serie infinita:

o1 2 3 45

En ella, los términos de esta serie decrecen.

Para calcular el valor de la suma asociemos los términos de la siguiente manera:
-1 1 (1 1y(1 1 1 1)y (1 1 1 1 1 1 1
Z—=—+ —t— |+ =t =t —t— ||t —F—F—F+—+—+— |+
=i 2 \3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

Se puede verificar que las sumas indicadas en los paréntesis son mayores que —, entonces
podemos escribir lo siguiente: 2

11 (11 I 1 11 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
|t 4] oot ot [ ottt —t— [+ > = —
>n 2 \3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 2 2 2 2

1
Entonces, la serie ZE se puede hacer tan grande como se desee a medida que se agreguen
i=1

0
1
mas términos y la serie ZZ:_ que es mayor se volvera infinitamente grande. Por lo tanto, existen
i=

series infinitas cuya suma es también infinita.
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Sucesiones decrecientes

Los inversos de 1+2n se corresponden con la siguiente sucesion:

1
a,=
1+2n

Tiene como grafica la que mostramos con el nimero 2. En ella presentamos sus primeros
cuarenta términos. La tabla 5 refleja sélo sus siete primeros términos.

Tabla 5

Grdfico 2. La sucesion a, =
1+2n

Fijense que:

a,<a,<a;<a,<ag<as<a,<a;<a,<aq

Los siguientes términos de la sucesién se comportardn de la misma forma. Discutan
con sus companeras, companeros y docente por qué esto es cierto. Podemos decir entonces
que, en esta sucesion a,,, <a,,VneN. Este tipo de sucesiones se conoce como una sucesion

estrictamente decreciente.

Una sucesion es estrictamente decreciente cuando cada término
de la sucesion es menor que el anterior. Es decir, a,,, <a,,VneN.

En algunas sucesiones se cumple que a,,, <a, ,Vn e N.Podemos
decir entonces que la sucesién es monotona decreciente.
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Sucesiones crecientes

La sucesion a, =1 _(5 :en la tabla 6 se presentan sus primeros siete términos.

Tabla 6.

Su gréfica es:

Grdfico 3. Una sucesion creciente




Aqui se verificaque a,, > a, > a, > a, > a, > as >a, > a, > a, >a,,yamedida que naumenta
los préximos términos de la sucesion se comportaran de la misma manera. Discutan esto con sus
compaferasy companeros, apoyense en una calculadora pararealizarlos calculos correspondientes.

En esta sucesion, a,,, > a,,Vne N,y se dice que es estrictamente creciente.

n+l

Una sucesion es estrictamente creciente cuando cada término de
la sucesion es mayor que el anterior. Es decir, a,,, >a,,VneN.

Si en una sucesion se cumple que a,,, >a,,Vne N la sucesion es
mondotona creciente.

Sucesiones acotadas y sucesiones convergentes

Vamos a estudiar nuevamente cada una de las sucesiones que vimos anteriormente.

Empezaremos por la sucesion creciente 1 - (5 .En el grdfico 2 notamos que los términos

se acercan a 1, pero nunca lo alcanzara. Conversen con sus compaferas y companeros por qué es
cierta esta afirmacién. Entonces, para esta sucesion, a, <1,Vn e N, a este numero 1 lo llamamos
cota superior de la sucesién. Por lo tanto, esta sucesidon esta acotada superiormente. Ademas

del 1, existen infinitas cotas superiores de 1—(5 , precisamente todos los nimeros reales en

elintervalo [1, ).

Si todos los términos de una sucesién son menores o iguales
que un cierto numero ¢ diremos que la sucesion esta acotada
superiormente, y a ¢ la llamaremos cota superior de la sucesion.

La menor de las cotas superiores recibe el nombre de supremo.

A medida que n crece, los términos se acercan a 1. Es decir, cuando n — o, a, =1, esto se
lee “cuando n tiende a infinito, el término n-ésimo de la sucesion tiende a 1”. Diremos entonces que
esta sucesion converge a 1.

B
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Una sucesidn es convergente si existe un numero
L tal que cuando n -, a, = L.

Si tal niumero L no existe, diremos que la sucesion
diverge o es divergente.

Veamos ahora, en el grdfico 4, qué ocurre con la sucesion decreciente { 1 .
1+2n

Grdfico 4. Una sucesion decreciente

A medida que aumenta el valor de 7 los términos de la sucesién van acercandose a 0. Pero,
de acuerdo con la expresidon del término n-ésimo, ningun término de la sucesién conseguira este
valor aunque n crezca hacia infinito. Se tiene entonces que a, >0, Vn € Q. Por lo tanto, podemos
decir que 0 es cota inferior de la sucesion. De donde, la sucesién estd acotada inferiormente.

Igual que antes, todos los nimeros reales menores que 0, también son cotas inferiores de

! , esto es, todo real en el intervalo («, 0].
1+2n

Si todos los términos de una sucesién son mayores o iguales
que un cierto numero k diremos que la sucesion estd acotada
inferiormente, y a k£ lallamaremos cota inferior de la sucesion.

Llamaremos infimo a la mayor de las cotas inferiores.




En la sucesion
1+2n

}, cuando n—> o, a, =0, con ello podemos decir que la sucesion
converge a cero.

A ctividades

Socialicen sus respuestas en cada una de las actividades que se presentan a continuacién:

D Estudiemos ahora la sucesion {(—1)"}.

En la fabla 7 te presentamos sus diez primeros términos y en el grdfico 5 su representacion.

Tabla 7.

Grdfico 5. La sucesion {(—1)"}

Respondan a las siguientes preguntas:

;% ;La sucesion es creciente o decreciente? ;Por qué?
;La sucesion estd acotada superiormente? En caso afirmativo, ;cudl es el supremo?
{Por qué?
;% ;La sucesion estd acotada inferiormente? En caso afirmativo, jcual es el infimo? ;Por qué?
;% ;La sucesion converge o diverge? jPor qué?
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Dada la sucesién {”_H}
n
% Expongan sus 10 primeros términos y represéntenlos graficamente.
% (Esta acotada inferiormente? ;Y superiormente? ;Por qué?
;% Determinen sila sucesion es creciente o decreciente.
;% Expliquen si la sucesién es convergente o divergente.

!@ Construyan una sucesidn creciente convergente y escriban la expresion de su
término n-ésimo.

_'4) Construyan una sucesion decreciente divergente y escriban la expresion de su
término n-ésimo.

D Construyan la sucesion que surge de dividir términos consecutivos de la sucesion de
Fibonacci. ;Es finita o infinita? ;A qué numero tiende esta nueva sucesion?

Progresiones Geométricas

Una sucesion basada en la reproduccion de las bacterias: las bacterias se reproducen
asexualmente a través de un proceso llamado “biparticién’, una bacteria se divide en otras dos
bacterias, este proceso se repite muchas veces, dependiendo de las condiciones del medio en
el que se encuentren. Supongamos que cierta bacteria se reproduce cada hora generando los datos
que copiamos en la fabla 8. Aqui consideramos como poblacién inicial 1 bacteria.

Tabla 8. Sucesion basada en la reproduccion de las bacterias.

Entonces tendremos 1, 2,4, 8, 16, 32 y 64 para las primeras 6 horas.

Estos resultados forman un conjunto ordenado de nimeros. Ademads, cada nuevo término
depende del anterior, es precisamente su doble, a saber:

a,=2a,,

n n

El n-ésimo término es dos veces el término de orden n—1 (esto es, el término anterior).
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Una sucesiéon a,,a,, a,, ..., a, es una progresion geométrica
si cada término, después del primero, se obtiene multiplicando
el anterior por un nimero fijo » llamado razon de la progresion.

1 s . . 2 3 ,
Como a,=a,r (el segundo término es r veces el primero), a,=a,r", a,=a, 1",y asi
sucesivamente, entonces a, =a,r"". Este es el término general de una progresiéon geométrica.

La sucesidén que acabamos de mostrar:
1,2,4,8, 16,32, 64, ...

Es una sucesion geométrica, ya que todo término, distinto al primero, se obtiene
multiplicando al que le precede por 2: a, =2a, ,.

Con base en estos datos estudiaremos a continuacion la idea de suma de términos en
una progresion geométrica.

Suma de términos en una progresion Geomeétrica

Para conocer cuantas divisiones celulares se han dado hasta el cuarto momento podemos
apoyarnos en la tabla 9:

Tabla 9. Divisiones celulares hasta el cuarto momento.

De forma similar se puede probar que la suma de los # primeros términos
ra, —a,

n

de una progresion geométrica tiene la siguiente forma S, = 1
’/'_
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Dados dos numeros a y b, se denomina interpolacion de m términos
geométricos entre a y b a construir una progresion geométrica en
la que a es el primer término, b es el ultimo término y la progresion
tiene m + 2 términos.

Los m términos que se introducen se llaman medios geométricos
o medios proporcionales.

Y la razdn de tal progresion es:

y = m+l—
a

Una sucesion para el entrenamiento: Por ejemplo,
un companiero ha decidido participar en una actividad
deportiva (en natacion). El entrenador le sugiriéo empezar
con una piscina (50 m) y aumentar progresivamente,
cada semana, hasta alcanzar los 1.600 m en seis
semanas. ;Qué te parece el reto de nuestro companero?
Nos preguntamos en qué proporcion debe aumentar
la marca semanalmente y cudles marcas debera alcanzar
cada semana?

Para responder a estas preguntas nos hemos
planteado lo siguiente:

a=50myb=1.600 m son las marcas extremas.

Como son 6 semanas, debemos interpolar 4
términos entre 50 y 1.600. Asi que m = 4.

Por tanto,

]/':4+11.5680 :{/372:2

r =2 es larazén de la progresion geométrica.




Con ese valor hallamos los términos entre 50 y 1.600; los cuales mostramos en la tabla 10.

Tabla 10. Sucesidn para entrenamiento en natacion:

Las marcas que debe alcanzar cada semana son: 100 m, 200 m, 400 m, 800 m y 1.600 m.

Por otra parte, observen la progresion geométrica que nos ha quedado y la regularidad que
se presenta en el producto de sus términos equidistantes extremos:

iTodos estos productos son iguales!




La tabla 11 que mostramos a continuacién, reldne las formulas que hemos expuesto
e incluye otras.

Tubla 11. Términos, productos, sumas, razén y media en las progresiones geométricas.

Progresiones Aritméticas

Sobre algunas afecciones: los seres vivos, como ya hemos visto, tienen como una de sus
funciones principales la reproduccién, pero ademds deben relacionarse entre si. Esta relacion es
amplia y se extiende a individuos de otros reinos, tal es el caso de la relacion de la mujer y del
hombre con las bacterias.

Las bacterias estan presentes en nuestros cuerpos. Algunas de ellas desempefian roles
medulares, como las que se encuentran en la piel y en los intestinos, las cuales nos brindan
proteccién de otros microorganismos. Por cierto, la cantidad de tipos de bacterias beneficiosas-
aliadas superan en numero a las patégenas.




En lo que sigue, estudiaremos una de las consecuencias de nuestra relacion con ciertas
bacterias patdgenas con la intencion de comprender algunos de los problemas asociados y
plantearnos acciones que se traduzcan en la concienciacién y formacién de la comunidad en
el marco del bien comun. Veamos.

Segun los boletines epidemiologicos que emitio el Ministerio del Poder Popular para
la Salud, durante el ano 2010 la diarrea fue una de las afecciones que produjo mas casos de
atencion en el periodo estudiado. Asi mismo, se destaca que la poblacién con mayor afectacion
tenian edades comprendidas entre 1y 4 afos, representando entre el 21,8%y el 25% de la totalidad
de casos reportados. Por lo tanto, la poblacién infantil fue una de las mas afectadas.

"= Conversen con sus compaiieras, comparieros y docentes las principales causas de la diarrea.

"= Consulten los reportes estadisticos de los afios 2010y 2011.

" Elaboren un resumen sobre las causas y las medidas de prevencion de esta enfermedad y
presenten un plan de accion en su institucion que permita analizar esta afeccion, sus riesgos
y medidas preventivas.

A partir de la fabla 12 construiremos el grdfico 6, luego haremos ajustes de la siguiente
manera: al nimero de semanas le asignaremos valores del 1 al 11, en lugar de 23, 24, 25, ... Esto
facilitara los calculos.

Tabla 12.

Grdfico 6.
Niimero de casos de diarrea en Venezuela (afio 2010, semanas 23 a 33)

Fuente: boletin epidemioldgico. MPPS, 2010.

Ademas, representamos los puntos correspondientes en el plano cartesiano, el nUmero de
semana en el eje x, y el nUmero de casos en el eje y.
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Tal como hemos estudiado en los cursos anteriores, sabemos que este grafico de dispersion
se puede ajustar con una recta. Ello significa, que una recta es una buena aproximacién al
comportamiento de los datos en el periodo indicado. Sin embargo, existen muchas rectas que pasan

por estos puntos. En lo que sigue, consideraremos la recta que pasa por los puntos: (5 , 40.322),
(6,38.065), (7,36.501) y (8,34.254), como se muestra en el grdfico 7.

Grdfico 7. Puntos para el ajuste

Ya estamos en condiciones de calcular la pendiente de esa recta:

34.254-38.065 3.811
8-6

=1.905,5

Con el valor obtenido (la pendiente) estimen el numero de casos de diarrea para las 5
semanas siguientes y comparen sus resultados con los datos del MPPS.

Fijense que a partir del primer término (47.663) podemos obtener el resto sumandole al
anterior el valor de la pendiente. Por tanto, el conjunto ordenado de nimeros que hemos obtenido
es una sucesion, en la que cada término se obtiene sumando cierto valor al anterior, éste es un tipo
de progresion llamada aritmética.

Una sucesion a;,a,,a,,...,a, se llama progresion aritmética
si cada término, después del primero, se obtiene sumandole al
anterior una cantidad fija llamada razon.




Como a,=a,+r, a,=a,+r, a, =a, +r,y asi sucesivamente, entonces podemos deducir
que a,=a,+1r, a,=a,+2r, a,=a, +3r, ... Entonces, a, =g, +(n-1) r.

Este es el término general de una progresién aritmética.

Un ejemplo en el entrenamiento deportivo: se ha reportado recientemente un aumento en
el nimero de casos de las enfermedades cardiovasculares. Para combatir este tipo de afeccion se
recomienda, entre otras cosas, el ejercicio fisico y una buena alimentacion.

Les sugerimos consultar el numero de casos que se conocen sobre afecciones
cardiovasculares, segun los boletines que publica el Ministerio del Poder Popular para la Salud.
Respondan las siguientes preguntas: ;Qué grupo de edad reporta el mayor padecimiento? ;Cual es
el nimero de casos por entidad regional? ;Qué medidas preventivas en relacion a la alimentacion
y la actividad fisica pueden tomarse para no padecer una afeccién cardiovascular?

Cuidar nuestro cuerpo es un acto de valoracion a la vida, de respeto y de Amor Propio.

Conrespecto alaactividad fisica, existen recomendaciones diversas, entre ellas, larealizacién
de rutinas o series de ejercicios con aumento de éstos en forma permanente y progresiva. Veamos
el siguiente ejemplo:

Un nadador se somete a un entrenamiento de 400 metros inicialmente, y un aumento de

100 metros cada semana, este aumento se mantiene hasta alcanzar el nivel 6ptimo deseado para
participar en una competencia, la cual se previé fuese de 1.700 metros (ver tabla 13).

Tabla 13. Plan de entrenamiento.

La sucesidon que se corresponde con el plan de entrenamiento es:

400, 500, 600, 700, 800, 900, 1.000, 1.100, 1.200, 1.300

76



Si quisiéramos conocer cuantos metros alcanzé el nadador desde su primera semana de
entrenamiento debemos calcular:

400+500+600+700+800+900+1.000+1.100+1.200+1.300 = 8.500
Aqui sucede algo curioso, si sumamos los términos equidistantes obtenemos el mismo

resultado, hecho que, por cierto, advirtié6 Gauss a muy temprana edad. Esta idea nos permitira
calcular rapidamente la suma.

S|, €s la suma de los diez primeros términos de la progresion aritmética. Entonces:
S, =400+500+600+700+800+900+1.100+1.200+1.300
=1.700+1.700+1.700+1.700+1.700 = 5(1.700)
Si multiplicamos S, por 2, obtenemos:

2-5,=2-5- (1700) =1.700+1.700+1.700+1.700+1.700+1.700+1.700+1.700+1.700+1.700
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Entonces, 2-S,,=2-5-(1700)=10-(1700):

~10-1700

S, =8.500 m

De forma general: dada una progresién aritmética cuyos n primeros términos son:

a,,a,,a;,d,,ds,...,a

n

Entonces su suma tiene la forma:

S =a+a,+a,+-+a,,+a, +a,

Luego, conmutando y asociando convenientemente:

S =a +a,  +a, ,++a,+a,+aq

Y sumando las dos expresiones anteriores, tenemos:

28, :(al+an)+(a2+an_1)+(a3+an_2)+---+(an_2+a3)+(an_1+a2)+(an+a1)

Como cada paréntesis suma a,+a, (la propiedad que observd Gauss), entonces
28, =(a,+a,)-n. Y finalmente:

g :(al+an)-n
! 2

Dados dos numeros a y b, se denomina interpolacion de m términos
aritméticos entre a y b a construir una progresién aritmética en
la que a es el primer término, b es el ultimo términoy la progresién tiene
m + 2 términos.

Los m términos que se introducen se llaman medios aritméticos
o medios diferenciales.

Y la razén de tal progresion es:
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Interpolacion aritmética. para interpolar 6 medios aritméticos entre los nimeros 11
y 39, calculamos:

L3911 28

6+1 7

Entonces, la sucesion buscada es: 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39.

La tabla 14 reune las fébrmulas que hemos expuesto e incluye otras.

Tubla 14. Términos, sumas, razon y media en progresiones aritméticas.

Hemos visto como la Matematica nos permite analizar el comportamiento de parte de
nuestro contexto. Es importante que siempre estemos atentos a los cambios que ocurren en
el medio ambiente, pues sin él no seria posible nuestra vida.




A ctividades

!0 Se denominan cultivos a los estudios que se realizan para conocer el comportamiento de las
bacterias y en ellos se pueden observar aspectos como su patrén de crecimiento y duracién. Estos
analisis bioldgicos se realizan con fines médicos, e incluso, para desarrollar politicas de prevencion
o atencién. Les proponemos investigar sobre las bacterias no patégenas o beneficiosas.

La informacién que recaben pueden organizarla en una tabla como la siguiente.

|&) Justifiquen varias de las formulas expuestas para las progresiones geométrica y aritmética.

! Construyan progresiones aritméticas de 7 términos con los datos que se indican.

_'9 iCudl es la razén de los siguientes PA.?

913,17, 21...
1,1.5,2,25..
% 0.1,0.11,0.12...

@ Deduzcan el término que se indican para cada P.A.

a, enlasucesion: -6, -1, 4,...
a,, enlasucesion: 0.1,0.2,0.3...

a, en la sucesion: ﬁ,@

a sia,=6yr=1.
. 1
a,sia,=6y r=3




ﬁ (Cuantos multiplos de 5 hay entre 181 y 4007
! B Interpolen los medios aritméticos que se indican:

m=5entre 10y 60
m=9 entre-1y 20

'@ Calculen la primera suma de los primeros 500 nimeros naturales.

@ Construyan una P.G. de 7 términos con los datos que se indican:

a, =10y r=10

al :1 y 7":0,1
rg ;Cual es larazén de la PG 123 ?
l g ..\/g,\/g,\/g .....
. A 111
{Cuales son los términos a, y a,, en la PG. e

Deduzcana,, si a,=95y r= % en una P.G.

Interpolen 6 medios geométricos entre 100y 120.



ey el interés compuesto

El nimero de Euler, simbolizado con la letra ¢, tiene muchisimas aplicaciones
en areas como la economia, la biologia, la sociologia, la politica, entre muchas otras.
De hecho, no son pocos los fendmenos de la naturaleza que se corresponden con
este numero maravilloso. Asi como 7 (Pi), ¢ (el numero de oro), y tantos otros que
estudiamos en tercer ano, e es un numero irracional, sus infinitas cifras decimales
no guardan un patrén o periodo; cualquier expresién decimal que demos de e sera
una aproximacion, una de ellas es:

e=2,71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696762...



Aunque utilizado por el matematico John Naapier alrededor del afio 1600, fue Leonard
Euler (1707-1783) el que mostré6 muchas de las propiedades de este nimero. Ademas, utilizd
la letra e para simbolizarlo, probablemente por ser la letra inicial de la palabra “exponencial”
Una de las aplicaciones del nUmero e se encuentra en la idea del ahorro y en el célculo del interés
compuesto. Conceptos a los que se dedica buena parte de esta leccién.

Supongamos que una cantidad de dinero, que llamaremos D, se invierte a una tasa de
interés ¢ por cierto periodo de tiempo. Entonces, luego de trascurrido ese tiempo el interés
es el producto del dinero invertido por la tasa de interés, es decir Dt, y la cantidad de dinero
ahora es:

El problema resulta interesante si reinvertimos esta nueva cantidad de dinero a la misma
tasa de interés. Veamos, la cantidad a invertir en este momento es D(1+ ), justo lo que obtuvimos
antes. Por tanto, la cantidad de dinero luego de otro periodo de tiempo es:

C=D(1+t)+D(1+1)t
=D(1+¢)(1+1) o— Sacando como factor comun la expresion D(1+¢) ‘_l_l
=D(1+1) Aplicando | iedades de la Potenciacié
®——= Aplicando las propiedades de la Potenciacion ‘_l_l

Aqui D(1+¢) es factor de la expresion D(1+¢)+D(1+¢)z. Ademas, escribimos
a (1 + t)(l + t) como (1 + t)z, pues es una multiplicacion de potencias de igual base.

Es curioso que antes resulto D(l + t) y en esta reinversion D(l + t)z. Repitamos el proceso
una vez mas para observar si hay algun patrén en la cantidad al cabo de cada periodo. En este
momento la cantidad a reinvertir es D 1+1)2 . Asi, el interés es el producto de ésta por la tasa .
Asi podemos escribir, apoyandonos en las propiedades antes descritas, que:

C=D(1+1) +D(1+1)'t
(1+1)" (1+7)

(1+t)3

D
D




jFantastico! Luego del tercer periodo la cantidad es D multiplicado por el cubo de 1++.
Lo que hace suponer que después de k periodos la cantidad sera:

C:D(1+t)k

Pero, jqué sucede si el interés se compone n veces cada ano? Es decir, si el afo se divide
en n partes, entonces la tasa de interés en cada periodo es:

r=L
n

Ya con estas ideas puede darse la férmula para el interés compuesto. Con ella podemos
calcular la cantidad de dinero que generara un monto inicial D invertido el cierto periodo de
tiempo, conociendo la tasa de interés y como se compone al ano (un dato que es
sumamente importante).

El interés compuesto esta dado por la expresion

C=D(1+%)"enlaque:

C es la cantidad de dinero luego de a afos.

D es el monto de dinero invertido la primera vez.

t es la tasa de interés por afo.

n es el nimero de veces que el interés se compone por afo, y a es el
numero de afos que se invierte o reinvierte.

Expongamos un ejemplo.

Colocamos Bs 4.000 en una cuenta de ahorros. Sabemos que la tasa de interés es de 12,5 %
al ano. Realizaremos varios calculos suponiendo que el interés se compone una vez al ano, dos
veces al afno, tres veces al ano, cuatro veces al ano, doce veces al afio y cada dia. Las preguntas que
tendremos presente son:

;% ;Cual es la cantidad de dinero luego de un afio en cada caso?
», ;/Qué composicion reporta el mejor interés en la cuenta?
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Para ello emplearemos la formula C = D(l +ﬁ)"”, donde:

D =4.000
t =0,125 (como el interés es 12,5 %, dividimos 12,5 entre 100)

n =1 (si el interés se compone anualmente. Pero es 2 si se compone semestralmente,
y asi sucesivamente)

a =1 (ya que calcularemos la cantidad C obtenida al cabo de un ano)

Lo cual incluimos en la tabla 1 que mostramos a continuacién.

Tabla 1.

En la ultima columna operamos en el conjunto R. Les pedimos que verifiquen estos calculos
usando una calculadora. Ya con estos datos, es facil ver que la cantidad al cabo de un afio es mayor si
se incrementa el numero de periodos que componen el interés anual. Esta composicion del interés
se traduce en que cada n periodos de tiempo el interés que gana la cantidad inicial D es depositada
en la cuenta de ahorros (o en la inversidn, segun sea el caso).

En resumen, al término del afno la cantidad de dinero en nuestra cuenta de ahorros
dependera de cada cuanto se compone o deposita el interés en la cuenta.

Pero,
;% ;Qué sucede si n crece o se incrementa indefinidamente?

Hagamos el siguiente ejercicio:

t na
C=D(1+—)
n

/ 2ta
= D[l+—j
n




. . . . t 1 n
Ahora podemos realizar el cambio de variable, haciendo — = —, porlotanto — =, entonces:

n m t
1 m-ta
:D(l+—]
m

ta

m
=D (l+i]
m

. Conversen con sus companeras y companeros sobre cuales propiedades usamos en esta
secuencia de calculos.

m
., ., 1 o
Esto nos hace concentrar nuestra atencién en la expresion | 1+ — | . Justo la que consideré
Leonard Euler, tal como veremos a continuacion. m

El nUmero ¢

m
Para estudiar la expresién (1 + P podemos elaborar una tabla de datos como la mostrada
con el numero 2, e incluso, un grafico como el grdfico 1(con apoyo en algun paquete de calculo
libre o simplemente con una calculadora cientifica y papel milimetrado), desde los cuales plantear
algunas inferencias. Asi que les pedimos que realicen con nosotros estos célculos y andlisis
(la segunda columna muestra valores aproximados).

Tabla 2.

m
1
Grdficol. y = (1 + —j
m
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Aqui hemos mostrado algunos valores de m, sin embargo, el grdfico 1 presenta
una infinidad de éstos en el intervalo (0, ) . Fijénse que el 0 no pertenece al dominio de

m
., . 1 , .
la funcion ¥y =| 1+— | pues el cociente — no esta definido en ese caso.
m m

Amplien la tabla de datos incluyendo otros valores de m, incluso para algunos nimeros
racionales e irracionales.

Ademads, noten que las imagenes de esta funcidn, y por tanto su grafica, tienden hacia
un valor, tal valor es el nizmero e. Es por esta razén que el nimero e se define como sigue.

m
1
e es el numero al cual tiende la expresion (1+—
cuando m se incrementa indefinidamente.

Asi que este importante niumero aparece en el calculo del interés compuesto si los abonos
por los intereses que se generan se depositan continuamente. En este caso, la formula que dimos
antes puede escribirse ahora de la manera siguiente:

C = D"

Para efectos de los célculos, puede tomarse un valor aproximado de e.
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La catenaria: el nUmero e en los cables suspendidos

Un cable de electricidad suspendido entre dos torres tiene la forma de una catenaria.
La catenaria es una curva que se corresponde con una cadena, cable o cuerda que tenga densidad
constante, que sea homogénea, flexible e inextensible y se encuentre sujeta en sus dos extremos.
Su nombre proviene precisamente de la palabra“cadena” Esta peculiar curva esta determinada por
las coordenadas de sus extremos y por su longitud. También se presenta en algunas sefalizaciones
comunes en los museos o en los bancos, o en los cables eléctricos suspendidos entre postes tal
como mostramos a continuacion.

Sus aplicaciones son diversas y medulares en areas como la Matematica, Fisica, Ingenieria,
Electricidad, Arquitectura, Arte pictorico y escultorico, entre otras (ver grafico 2).

Ademas, presentamos en el grdfico 3 varios elementos que permiten describir una catenaria:
d esla distancia entre el punto mas bajo situado en el “punto medio”de la curva (siempre que ambos
extremos estén suspendidos a la misma altura) y la recta (@)que une los puntos de suspension o
apoyo, a eslamedida del segmento PQ .Se conoce que sia < 500, entonces la catenaria se comporta
de forma muy similar a la parabola. Asi que, dependiendo de la aplicacién y fines de los calculos
a realizar se puede o no seguir el modelo que da la parabola.

B
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La catenaria en algunas El sistema de suministro eléctrico de
sefalizaciones peatonales. un tren recibe el nombre de catenaria.

Gridfico 2

La estructura mas estable que pueden Los Chulpas o Putucus en el altiplano
formar unas esferas sostenidas por friccion suramericano construyeron sus hogares
estdtica es una catenaria invertida. con base en la catenaria invertida.

Grdfico 3




La catenaria guarda relacién con el niumero e. De hecho, tiene que ver con una expresion
en la que intervienen potencias de ¢, donde el exponente es precisamente la variable x. Veamos
su expresion algebraica y en el grdfico 4 su trazado.

La catenaria se corresponde conlafuncién f : R - R
dada por:

La cual se puede representar con base en las gréficas de
y=e"y y=e " (tal como se muestra en el grdfico 4).

X —X

: - e +e
;" {Cuél es el dominio de f(x)= T?
i% ;Y cudl es el rango?

. '+ Esta funcion, jtiene minimo? ;Y maximo?

y=¢e"+e"

<
I
Q
<
I
Q

Grdfico 4. Construccioén de la catenaria
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La Catenaria y la Parabola

En realidad, aunque esta grafica parece una parabola, no lo es. Con apoyo en software
libre representamos ambas curvas en el mismo plano. El grdfico 5 muestra este hecho. Aqui
seleccionamos una parabola que corta al eje y en el punto (O, 1), de manera que coincidan en ese
punto la catenaria (en color rojo) y la parabola (en color azul).

La parabola es el lugar geométrico de
los puntos de un plano equidistantes a una
recta dada, llamada directriz, y a un punto
fijo que se denomina foco. La diferencia
fundamental es que la tangente a la parabola
tiende hacia un valor fijo, mientras que
la tangente a la catenaria tiende hacia
la posicion vertical. Ello lleva a que a medida
que crece la x sus curvas se cruzan y mientras
la catenaria tiende a valores limitados de x,
la pardbola se abre indefinidamente hasta
el infinito.

y=1+x

e +e”

Grdfico 5




El nUmero e para estimar la estatura de una nina o un nino

El numero e aparece en estimaciones importantes, por ejemplo, para calcular la estatura de
una nifa o un nino que se encuentre en Educacion Inicial, especificamente, entre los 3 meses
de edad y los 6 afos. La ecuacion correspondiente es:

h=79,041+6,39x — ¢>201 = 0:993x

La cual es utilizada por los pediatras en sus reportes, asi como nosotros también podemos
hacer uso de ella. En esta ecuacion, x representa la edad de la nifia o del nino y /4 la altura, esta dada
en centimetros. Una nifa de 5 anos, se estima que tenga una estatura (también llamada “talla”) de:

h=179,041+6,39.5— ¢*»261-0.993:5
=79,041+31,95—¢ """

1
= 79’041+31’95_W
~79,041+31,95-0,1819
=111,172
_ 1
Notemos que: —e 7%= -




El grdfico 6 nos muestra el modelo de crecimiento antes expuesto. Observemos
que aunque el modelo se corresponde con edades comprendidas entre los 3 meses y
los 6 anos, nosotros construimos la grafica desde 0 hasta 7. Asi que el dominio de la funcion
h=79,041+6,39x — !~ ***en la gréfica que sigue es [0, 7], pero en el modelo es [0.25, 6].
Fijense que el minimo del intervalo cerrado [0.26,6] ya que 3 meses es justo la cuarta parte de
un ano, lo cual lo representamos con la expresion decimal 0,25.

;' ;Cual es el rango para el intervalo [0 , 7] ?
;% ;Y para[0.25,6]?

h = 79,041 + 6,39x — ¢ 3261-0.993x

Grafico 6. h =79,041+ 6,39x — 201 - 098x poq funcién, basada en el niimero e, es una buena

aproximacion de la estatura de una nifia o nifio desde los tres meses de edad hasta los 6 afios

El Ministerio del Poder Popular para las Comunas y Proteccion Social, a través del
Centro de Estudios sobre Crecimiento y Desarrollo de la Poblacion Venezolana, ha impulsado
estudios nacionales sobre los estandares bioldgicos y psicosociales de poblacion venezolana,
para fundar de esta manera las politicas que respondan a las necesidades de la sociedad. Estos
estudios han involucrado la evaluacidon de los patrones de crecimiento, desarrollo, salud, asi
como los factores bioldgicos y psicosociales vinculados a éstos, reportando, en los uUltimos anos,
un crecimiento promedio de 2 cm en la estatura (talla) de los nifios y las nifias en edad escolar.

Funciones como la que acabamos de estudiar son imprescindibles en algunos de
estos estudios.

Sin embargo, aclaramos que para otro intervalo de edades, existen otras funciones que
describen la estatura media.




El nimero ¢ para estimar la masa de los elefantes hembras africanos

Existe un modelo matematico, basado en el nimero ¢, que permite estimar la masa (lo que
en el lenguaje cotidiano se llama, errbneamente, “peso”) de los elefantes africanos hembras. Tal
funcion se debe a von Bertanlanffy:

m(1)=2.600(1-0,51¢""}

donde m representa la masa del elefante y ¢ su edad en anos.

Estafuncion, einclusolaque mostramos enlaseccién anterior (4 = 79,041+ 6,39x — &>~
para estimar la estatura de nifas y ninos entre 3 meses y 6 anos), se dedujo a partir de estudios
estadisticos y de los conceptos y métodos que brinda la Matematica.

Su gréfica es:

Grafico 7. m(0)=2.600(1-0,51¢™"*}

Observen que hemos escogido, convenientemente, un rango de la cuadricula a presentar,
de manera que pueda visualizarse la curva que corresponde a esta funcién. Por ejemplo, la funcion

. 0\3
m(O) = 2.600(1 -0,51¢™" 0) esta definida para ¢ 2 0. Ademas, los valores en el eje y muestran 306,
308,310,312,314y318.

El gradfico 7, que podemos replicar con apoyo en algun paquete de célculo libre (disponible
en Internet), contiene informaciéon importante: de acuerdo con el modelo de von Bertanlanffy,
los elefantes africanos hembras tienen una masa al nacer de aproximadamente 306 kg. El valor que
da la funcién se obtiene sustituyendo ¢ = 0.
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Veamos:

=2.600(1- O,Sle_0’075'0)3

600(1-0,51¢")

=2, 600(1 0,51-1)’
=2.600(1-0,51)
(

=2.600(0,49)’
=2.600-0,21609
=305,8874

Les proponemos que argumenten cada uno de los pasos que seguimos antes.

Asi que el dato que observamos en el grafico 7 es bastante cercano al valor que da el modelo.
Un elefante (africano y hembra) de 1 afio de edad, tendrd, aproximadamente una masa de:

m(1)=2.600(1-0,51¢™*™1} ~380,2

3
Aunque resulta interesante ver la grafica de f(¢)= 2.600(1—0,516’0’075’) para valores de ¢
en R, es decir, con t un nimero real negativo, cero o positivo.

Grafico 8. f(t) = 2.600(1 —0,51e %" )3 para teR

Noten que la gréfica de m(1) :2.600(1—0,516’0’075'1)3 ~380,2 para ¢t >0, es una parte de
esta ultima. El dominio de m es distinto al dominio de f.




Tabla 3. Peso, talla, cirunferencia cefdlica y circunferencia de brazo de las venezolanas
y los venezolanos.

Valores de Referencia de la Poblacion Venezolana M.S.A.S
Gaceta Oficial N° 35424, 18 de marzo 1994
FUNDACREDESA
http://www.fundacredesa. org
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A ctividades

"D Estimen la estatura de algunos familiares, nifas y nifos, con edades comprendidas entre
los 3 meses y los 6 afos, con base en la ecuacion s =79,041+6,39x — ¢>261 = 993> Consideren
una aproximacion de e. Comparen sus resultados con la medicion de su estatura. Organicen sus
datos en una tabla y comenten con sus compareras y companeros.

IZ) Repliquen el estudio anterior pero esta vez tomando datos de la estatura en una instituciéon
de su comunidad que atienda ninas y ninos con edades entre 0 y 3 anos, y de 3 a 6 anos.

'@ Expongan sus resultados en la Institucion y en su liceo.

LQ Comparen sus resultados con la talla media de las y los venezolanos contenida en la tabla 3.
Conversen sobre ello en el contexto del aula.

E) ;{Qué masa aproximada, siguiendo el modelo de von Bertanlanffy, tendra una elefante
hembra africana de 3 anos de edad? Si sabemos que una elefante hembra tiene una masa de

1.500 kg, jcual es su edad aproximada?

"W Investiguen otras aplicaciones del numero e.




Crecimiento poblacional

Es importante conocer cdmo se comporta el crecimiento de la poblacién
mundial, pues ello puede permitir a los gobiernos y a los pueblos idear y desarrollar
politicas que permitan garantizar a todos y todas el acceso a la: educacion, salud,
alimentacion, agua potable, telecomunicaciones, asi como a otros servicios.

Al mismo tiempo, la organizacién de la ciudadania permitira demandar mayor
equidad y participacién en tales politicas publicas, con la finalidad de superar el estado
mundial de desigualdad representado por el siguiente hecho: el 80% de la riqueza
material en el mundo se concentra solo en el 20% de la poblacién.



Necesitamos entonces ciudadanas y ciudadanos cada vez mas conscientes de la realidad
y del contexto socio-histérico que envuelve los distintos procesos, problemas y fenédmenos
de la comunidad local, regional y mundial. Resulta importante que los grupos sociales, junto
a sus gobiernos, alcen la voz en contra de los modelos de desarrollo econdmico que acentuan
las desigualdades existentes, y por ende, atentan contra toda forma de vida en nuestro planeta. Es
indispensable impulsar con mucha fuerza un modelo econémico, politico y social que privilegie
lo humanoy la vida misma.

En esta leccién incursionaremos en el estudio del crecimiento de la poblacion mundial
como un primer punto de entrada a las reflexiones anteriores. Para ello, compararemos este
crecimiento con otros modelos de crecimiento que hemos estudiado en afios anteriores, e incluso,

en este ano.

A continuacién presentamos la tabla 1 que muestra el numero de habitantes de nuestro
planeta entre los anos 1750y 2010:

Tabla 1. Poblacién munidal {(entre 1750 y 2010)

Fuente: Divisiéon de Poblacion de la ONU
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La representacion grafica de estos datos es:

Grdfico 1. Poblacién mundial desde 1750 hasta 2010

Pero, con estos datos, jes posible predecir cudl serd la poblacién en un futuro? ;Cémo
podemos prever la cantidad de habitantes de nuestro mundo en el futuro, de manera que se puedan
satisfacer necesidades basicas humanas como alimentacién, educacién, acceso al agua potable,
transporte, y otros servicios? Desde el punto de vista matematico, el problema consiste en obtener
una curva que se ajuste, de la mejor manera posible, al comportamiento de los datos que tenemos
sobre la poblacion mundial, considerando que ésta crece en funcién del tiempo. Analizaremos
entonces algunos modelos matematicos que nos permitan realizar este estudio.

Proporcionalidad directa

Observemos nuevamente la tabla 1 y construyamos otra tabla (n° 2) que contenga los datos
sobre el crecimiento de la poblacién mundial, considerandolos desde el afio 1950:

Tabla 2. Poblacion mundial (entre 1950y 2010).
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La variacion absoluta de la poblacion entre los afios 1960 y 1980 podemos calcularla
como sigue:

H(1980) - H(1960) = 4.453.831.714 - 3.039.451.023 = 1.414.380.691

Si en 20 afnos la poblacién aumenté 1.414.380.691 personas, podriamos suponer que en
cuarenta afnos deberia aumentar el doble de esa cantidad. En otras palabras, si se duplica el tiempo
deberia duplicarse la cantidad de personas en las que varié la poblacion. Es decir, que el nUmero de
habitantes para el afio 2000 se podria calcular asi:

H(2000) = H(1950) + 2(1.414.380.691)
H(2000) = 2.556.000.053 + 2.828.761.382
H(2000) = 5.384.761.435

Al revisar la tabla nos damos cuenta que la poblacién para el afio 2000 fue de 6.082.966.429 y
no 5.384.761.435. En consecuencia, no es cierto que al duplicarse los anos, también, se duplique
la poblacién.

;" jPor qué no hay correspondencia en los calculos?
;% ;Como estd hecha entonces la previsién del futuro?
;% ;De qué forma crece la poblacion?

Mapa comparativo de la poblacion mundial por paises.
Fuente: ONU
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Algunas formas de crecimiento

La harina de maiz

El precio de la harina de maiz no ha cambiado en los ultimos meses, actualmente esta
regulado en Bs. 4,06.

{Como se puede representar graficamente el precio de la harina de maiz en funcién del
tiempo? Seguidamente damos una idea de ello en el grdfico 2.

Grifico 2. Precio de la harina de maiz

A cada mes le corresponde un Unico precio para
la harina de maiz. Por lo que podemos decir que la relacién
del precio de la harina con respecto al tiempo es
una funcién. Ademas, aunque pase el tiempo, en meses,
el precio de la harina de maiz no varia.

Podemos decir, entonces, que el modelo
matematico que mejor expresa esta situacion es
el de una funcién constante, pues el precio no
varia en el tiempo indicado. La ecuaciéon que
la define, en este caso, es:

f(x)=4,06

Donde x pertenece al conjunto de
los meses comprendidos entre septiembre
de 2011 y julio de 2012.

B
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Con ayuda de su profesora o profesor y sus compafieras y companeros respondan: ;Cémo
quedaria expresada la funcién que modela esta situacion utilizando la notacién de conjuntos?

Ahora comparemos este modelo matematico mostrado en el grdfico 2 con el grdfico 1 que
representa el crecimiento poblacional:

Grdfico 2. Precio de la harina de maiz

Grdfico 1. Poblacién mundial desde 1750 hasta 2010

Como pueden observar en los graficos, la poblacién mundial no se comporta como el precio
de la harina de maiz. Es decir, el modelo de la funcion constante no describe el comportamiento
de la poblacion mundial a través del tiempo.

=
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Todo a diez

Es comun observar que se ofrezca, en los espacios organizados para el desarrollo de
la economia comunal como mercados solidarios, ferias de productoras y productores entre otros,
el kilogramo de cualquier fruta, hortaliza o verdura a un precio fijo de Bs. 10 por cada kg. En estos
puestos se puede comprar cebolla, tomate, pimentdn, apio, parchita, etc., al mismo precio. Es decir,
si una persona mete en una bolsa % kg de cebolla, 4 kg de parchita 'y 2 kg de pimentdn, pagaria
Bs. 15.

Si alguien compra 1 kg de cualquier producto pagaria Bs. 10, y si compra 2 kg paga
Bs. 20. Mientras que si compra %2 kg paga Bs. 5. Esto significa que a medida que se duplica, triplica o
reduce a la mitad la cantidad en kg que compra una persona, de la misma forma se duplica, triplica
o reduce a la mitad el precio de la compra.

El grdfico 3 de la relacion entre kg y precio es:

Gridfico 3. Una funcién lineal

En este caso también se establece una relacién funcional entre los kilogramos de alimentos
que compra una persona (variable independiente) y el precio de su compra (variable dependiente).
En esta situacion, la relaciéon que se establece entre las variables forma un conjunto de fracciones
equivalentes; en efecto:

2030

10 =

2 3
10 =

= = _|5

Si de esta Ultima ecuacion despejamos y, se obtiene y =10x, que define algebraicamente
la relacion anterior. Siendo x los kilogramos de alimentos e y el precio de la compra.

B
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Investigacion
“ Con ayuda de sus companeras y companeros indaguen el precio de estos productos
en los establecimientos privados y averigiien las razones por las cuales existen diferencias en

los precios que ofrecen estos establecimientos y las ferias de productoras y productores al aire libre.

< Hoy en dia, en muchos paises, el que no tiene dinero no puede alimentarse correctamente,
ies esto justo? Justifiquen su respuesta.

< Investiguen como nuestros pueblos originarios, y otras sociedades, intercambiaban,
o intercambian aun, sus productos alimenticios sin la mediacién del dinero.

Ahora, veamos si este modelo describe el comportamiento de la poblacién mundial. Para
ello compararemos las representaciones grdficas 1y 3.

Grdfico 3. Una funcion lineal

Gridfico 1. Poblacién mundial desde 1750 hasta 2010
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Como vimos antes, no es cierto que a medida que se duplican los afios se duplique también
la poblacién. Por tanto, el modelo de la funcién lineal no describe el comportamiento del numero
de habitantes a nivel mundial.

El crecimiento de los bebés desde el nacimiento

Como sabemos todos nacemos con una cierta estatura, es decir, todos medimos mas de 0 cm
al nacer. De hecho, la talla promedio de un neonato es de 51 ¢m, y durante los tres primeros meses
el nino o la nifa creceran, como promedio, 3 cm por mes. El grdfico 4 representa este crecimiento. En
él podemos ver la relacién que existe entre los meses de vida de los bebés (variable independiente)
y su talla (variable dependiente). Esta relacién es una funcién. ;Por qué podemos afirmar esto?

Grdfico 4. Crecimiento de los bebés desde el nacimiento

Si decimos que 4 es el conjunto de
los meses de vida del bebé, y B el conjunto
de las tallas en c¢m, podemos construir
el diagrama sagital adjunto.

Pero, jcual es la ecuacion que permite
ver cdmo crecen, en promedio, los bebés
durante los tres primeros meses de vida? Para
deducir la ecuacidon que relaciona estos dos
conjuntos analicemos lo siguiente:

51=51+3-0
54=51+3-1
57=51+3-2
60=51+3-3
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Notemos que 51 y 3 son constantes en estas igualdades, mientras que la edad en meses y
la talla varian, siendo la primera la variable dependiente y la segunda la variable independiente,
como habiamos comentado antes. Por lo tanto, la ecuacion que define esta relacion es:

y=51+3x

Otra manera de determinar esta expresion algebraica se basa en la ecuacién de la pendiente

de unarecta. Sabemos que los puntos £, (0,51) y P, (1,54) estan contenidos en larecta que describe
la relacion anterior y que la ecuacion de la pendiente de una recta es:

m=22"21 para cualquier par de puntos B (x,,,)y B (x,,,).
Xy =X

Entonces, en nuestro caso:

54-51
m =

1-0

3
m=—

1
m=3

A medida que la variable independiente aumenta en una unidad, la variable dependiente se
incrementa en tres unidades. Es decir, la talla de un nino durante cada mes se incrementa en 3 cm.

Ahora usaremos un punto cualquiera, y la pendiente que acabamos de hallar, para obtener
la ecuacion de la recta que describe la relacion funcional edad-talla de las y los bebés:

_ Sustituyendo en la ecuacién el punto P (0,51)
32 51 ' 1
w0 o y la pendiente m = 3 ® J|
_y-sl Pues el 0 es el neutro para la adicion en R
3= . .—|j p ._lJ

Aplicando la ley de cancelacion de la multiplicacién R.

3x=y-51 0——|| Es decir, multiplicando ambos miembros de la ecuacion por x ._lJ

Sumando 51 en ambos miembros. Es decir,
3x+5l=y .—jl aplicando la ley de cancelacion de la adicion en R ._lJ
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Hemos visto dos maneras de encontrar la ecuacion que define la funciéon que describe
la relacién entre tallay edad durante los tres primeros meses de vida. Ahora, comparemos el grafico
4 con la grafica que describe el crecimiento de la poblacién mundial:

Grdfico 4. Crecimiento de los bebés desde el nacimiento

Grdfico 1. Poblacién mundial desde 1750 hasta 2010

La gréfica de abajo no describe el crecimiento de la poblacion mundial, pues, no es cierto
gue el numero de habitantes de nuestro planeta aumente en un nimero fijo cada ano.
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Crecimiento de una poblacion de bacterias

Las bacterias se reproducen a través de divisiones celulares del citoplasma. De una bacteria
se obtienen dos nuevas bacterias luego de una division celular (fijense en el grdfico 5).

Grdfico 5. Un modelo del crecimiento de una poblacion de bacterias

Organicemos estos datos en la tabla 3.

Tabla 3. Un modelo de crecimiento de una poblacién de bacterias.
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La relacién que se establece entre el nimero de divisiones (variable independiente) y el de
bacterias (variable dependiente) es una funcidn, como se observa en el grdfico 6.

Grdfico 6. El crecimiento de la poblacion de bacterias

La funcién que modela el comportamiento del crecimiento de las bacterias recibe el nombre
de funcion exponencial.

Una funcién f:R —R" es exponencial si tiene la forma f(x)=>5"
donde by x son niUmeros reales tal que b > 0 y b es diferente de uno.

Este tipo de funciones tiene propiedades interesantes, detengdmonos un momento
para estudiarlas.

El estudio del crecimiento de la poblacion
permite, por ejemplo, estructurar planes
y politicas sociales como la vivienda




El valor de la base

En el caso del crecimiento de las bacterias el valor de b es 2, esto es, b = 2. Es decir, la funcion
que describe el crecimiento de las bacterias puede definirse asi:

f:R->R" con f(x)=2"

Cuya gréfica es:

Grdfico 7. Funcién exponencial f : R — R" con f (x) =27

Tal como habiamos visto anteriormente, esta funciéon es creciente pues a medida que
aumenta el valor de la variable independiente aumenta el valor de sus imagenes. Asi, b* aumenta
a medida que aumenta x, y ello ocurre cuando b > 1. En consecuencia, podemos decir que:

Sibh> 1, entonces f:R—>R" con
f(x)=2"es creciente.
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Ahora estudiemos qué ocurre con una funcién exponencial cuya ley de correspondencia
tiene como base un nimero menor que 1 y mayor que 0, esto es, 0 <b <1. Para ello, estudiemos

1
el casoenque b= 5

fR—>R" conf(x)z[%jx

La cual tiene por gréfica:

Grifico 8. f:R —>R" con f(x)= [%j
Punto de corte con el eje de las ordenadas (eje y):

Las dos graficas anteriores cortan el eje y en el punto (0, 1). Este es el Unico punto de
interseccion de la grafica con el eje y.

Conversen con sus compaferas, compaineros y con ayuda de su docente por qué ocurre
esto. Para ello les recomendamos recordar una propiedad conocida de la potenciacion:

b’ =1,conbeR
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Continuidad de la funcion exponencial:

Los trazos de la curva en las funciones exponenciales anteriores no presentan saltos ni
huecos, es decir, podemos representarlas en un solo trazo, sin “levantar” el lapiz. Esto significa que
la funcién exponencial es continua en todo su dominio.

Podemos determinar, geométricamente, que una funcién es
continua si es posible trazar su gréfica sin “levantar” el lapiz del
papel. Si la funcién no es continua, se dice que es discontinua.

;% ;Qué otras funciones continuas conocen? Den algunos ejemplos de funciones discontinuas
y represéntelas graficamente.

El modelo exponencial, ;jdescribe el comportamiento de la poblaciéon mundial? Para
ello, vamos a comparar la grafica del crecimiento de la poblacién de bacterias con la grafica de
la poblacién mundial.

Grdfico 6. El crecimiento de la poblacion de bacterias

Grdfico 1. Poblacién mundial desde 1750 hasta 2010
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La grafica de la funcion exponencial se asemeja bastante a la grafica del crecimiento de
la poblaciéon mundial. Sin embargo, hay algunas caracteristicas de este modelo matematico que no
se cumplen para el crecimiento de la poblacion. Noten que el nimero en el que se corta al eje de
las ordenadas en el grafico de la poblacién mundial no es 1.

Ademas, no existe un numero b fijo que permita calcular el nimero de habitantes del
mundo en un ano cualquiera n siguiendo una ecuacién como H(n) =b", pues el crecimiento de
la poblacién de bacterias es mucho mas acelerado que el de la poblacién del mundo. Por lo tanto,
este modelo no se ajusta al crecimiento de la poblacion mundial.

Sigamos estudiando otros modelos matematicos que puedan explicar el comportamiento
de tal poblacién.

El salario minimo

En los ultimos cinco anos el salario minimo en nuestro pais se
ha incrementado, en promedio, en un 26% cada afo. ;Qué significa
esto matematicamente? Para responder esta pregunta analizaremos

los ultimos 5 afos. Recordemos que el salario minimo para comienzos

2
delafno 2007 erade Bs. 614,8. Ademas, sabemos que 26% = % =0,26.

Una aproximacion al salario del afio 2008 (S, ) podria calcularse asi:

2008
S0z =014,8+614,8-0,26
Si aplicamos la propiedad distributiva nos queda:

Spoos =614,8-(140,26) (D)

Ahora para calcular el salario aproximado del ano 2009 (S,000)
debemos considerar el aumento hecho en 2008. Por tanto,

S1009 = Sa008 T Sa005 0,26
Aplicando la propiedad distributiva:
Szoo9 = Szoos '(1 +0, 26)

Al sustituir el valorde S

Lo0s (1) €N 12 expresion anterior:

S0 =614,8-(1+0,26)-(1+0,26)
Es decir,

Sy =614,8-(1+0,26)" (il
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S, S€ calcula como sigue.

S2010 = S2009 + S2009 -0,26

Porque la tasa aumento en 26%,
en promedio, en los ultimos 5 afios

S2010 = S2009 ) (1 +0, 26)

Aplicando propiedades distributiva 0—|
—|

Saoro = 614,8-(140,26) - (1+0,26)

Sustituyendo el valorde S, (ii)

il

Syore = 614,8-(1+0,26)’

1111

Por propiedad de la multiplicacién
de potencias de igual base

—|

;% ¢Como calcularian S, ¥ S,,,,7? Compartan sus ideas con el grupo.

201 2012°

;% Ahora bien, ;como podremos generalizar la forma de calcular el salario minimo para
un ano dado si continla aumentando en un promedio de 26% anual? Para el andlisis sera
importante la tabla 4 que presentamos a continuacion.

Tabla 4. Salario minimo para un ano dado.




El grafico 9 que representa el comportamiento del salario minimo en estos anos es:

Grdfico 9. Un modelo de crecimiento del salario minimo en Venezuela desde 2008

Ahora copien y completen en sus cuadernos la tabla 5 que presentamos a continuacion.

Tabla 5. Algunas proyecciones sobre la ecuacion del salario y sus montos.
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En la tabla 5 podemos ver que la cantidad que varia en la ecuacién del salario de cada
ano es el exponente de 1+0,26. Ademas, cada afo, en el intervalo dado, se corresponde con
un valor del exponente, tal como mostramos en el diagrama sagital (grdfico 10).

Grdfico 10. Diagrama sagital aiio/valor del exponente

También:

2008—-2007 =1
2009-2007 =2
2010-2007 =3
2011-2007 =4
2012-2007 =5

Con lo cual podemos deducir la siguiente ecuacion para calcular el salario minimo
aproximado de un afo n cualquiera, siempre que ese afo sea posterior a 2007:

S =614,8 (1+0,26)**, para n > 2007

Comparen este modelo con el que se dio para el “interés compuesto” en la lecciéon 5 de
este libro.

Elementos del modelo

Para calcular el valor asociado a un ano # (Sn), segun este modelo, se parte de una cantidad
inicial asociada a un afo (S,.), se considera el porcentaje de variacion interanual (26% = 0,26)
y se toma en cuenta el nGmero de afnos transcurridos desde el ano en que se tom¢ la cantidad
inicial y el ano n (n—2007). Pero, jeste modelo matematico se acerca mas al comportamiento de
la poblacién mundial? Veamos:
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Grdfico 9. Un modelo de crecimiento del salario minimo en Venezuela desde 2008

Grdfico 1. Poblacién mundial desde 1750 hasta 2010

iLa grafica correspondiente a la variacién del salario minimo se comporta de forma similar
a la de la poblacion mundial!

La pregunta central aqui es si la ley de correspondencia del salario minimo por cada
ano describe el comportamiento del crecimiento de la poblacién de nuestro planeta. Para ello,
identificaremos los elementos del modelo del salario minimo en el caso de la poblacién mundial:

Como cantidad inicial partiremos del numero de habitantes para el afo 1950,
H (1950) =2.556.000.053.
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Calculemos ahora el porcentaje de variacién interanual:

Primero debemos calcular la Variacion Absoluta en cada década. Es decir:

H(n+10)— H(n)

Luego, determinamos la Variacion Interanual (Vi) en la década que estamos estudiando
dividiendo entre 10 la variacién absoluta de la década:

y  Hr+10)=Hn)
10

Conversen con sus compafieras y companeros, sobre la expresion anterior.
Después obtenemos la Tasa (o porcentaje) de Variacion Interanual:

V,-100

e

Indaguen por qué usamos esta ecuacion para obtener esta tasa y socialicen esta informacion
con sus compafneras y companeros.

Todos estos calculos se presentan en la tabla 6:

Tabla 6. Tasa de variacidon interanual.
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Basadosenlaultima columna delatabla 6 calculamos el porcentaje de variacidoninteranual
promedio que es de 1,79%, cuya representacion decimal es 0,0179. ;Por qué esto es cierto? Este
era el dato que necesitdbamos para producir la ecuacion, asi conoceremos si el crecimiento de
la poblacion mundial se comporta de manera parecida a la variacion del salario minimo. Finalmente,
la expresion buscada es:

H (n)=H (1950)-(1+0,0179)""", para n > 1950

El disefio de ecuaciones que describan, de manera aproximada,
el comportamiento de un fendbmeno natural, social o econémico
es una actividad muy importante en el mundo de las Ciencias
Naturales y la Matematica. Por ello es primordial que logren
comprender como se produjeron las ecuaciones anteriores, y de
esta manera modelen otros acontecimientos de caracteristicas
similares a los que hemos venido estudiando.

Ahora apliquemos esta ley para calcular el nimero de habitantes de nuestro planeta en
los aflos 1960, 1970, 1980, 1990, 2000 y 2010. Observen la tabla 7:

Tabla 7. Numero de habitantes de nuestro planeta (entre 1960y 2010).
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Si comparamos los datos que ya conociamos de la poblacion mundial con los datos que
estimamos usando el modelo, podemos observar que varian con un margen de error que no supera
el 1,1%. De hecho, el promedio del margen de error es 1%.

;% Verifiquen los datos expresados en la tabla 7 con sus compaheras, companeros y docente.
;" Estimen, con ayuda del modelo, cual seria la poblacién del mundo para los afios 2015, 2019,
2021y 2030.

Comparemos la curva correspondiente a los datos arrojados por el modelo y la curva
asociada a los datos que tenemos de la poblacién mundial:

Gridfico 11. Comparacion de la poblacion mundial con los datos de la estimacion

Observamos que las curvas empiezan casi juntas, y continian mas o menos iguales hasta
el ano 2000. A partir de este afio el numero estimado de habitantes, segin el modelo que
construimos, esta por encima del nimero de habitantes que conocemos.

Investigacion

.~ Indaguen cual ha sido el comportamiento de la poblacién de nuestro pais en los ultimos
60 anos y comprueben si el modelo que construimos para la poblacion mundial se ajusta al caso
venezolano. De no ajustarse, construyan un modelo de crecimiento de nuestra poblacién. ;Qué
fuentes deben consultar? ;Cudles de ellas son idoneas?
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Hagan lo mismo con el caso de la poblacién de Latinoamérica.

Conversen con sus companeras, companeros y docente sobre la importancia que tiene
la proyeccion de la poblacién para los paises, sus gobiernos y sus pueblos.

La inversa de la funcidon exponencial: la funcién logaritmica

Toda funcion exponencial f:R —>R" con

f(x)=b", b>0 y b=0, es una funcién biyectiva,
ipor qué?

En el caso b>1, la gréfica de la funcién
exponencial es la que mostramos en el grdfico 12.

En ella se puede observar que ninguna recta
horizontal corta a la gréfica de fmds de una vez. Por
lo tanto, f'es inyectiva.
Grdfico 12. f:R —>R" con f(x) =b*
Notemos en el grafico 13 que a cada elemento b>0,6#0
y del conjunto R* le corresponde un elemento x del
conjunto R, tal que y es la imagen de x, es decir,

v=f(x). Por lo tanto, f'es sobreyectiva.

Como f es inyectiva y sobreyectiva,
entonces f es biyectiva. En consecuencia
la funcién ftiene inversa.

La funcién inversa f ' se llama funcién
logaritmica con base b y se denota por log.
Recuerden que en el libro de Matematica de tercer
ano vimos que la funciéon inversa se define asi:

Grdfico 13

Sea f'una funcién biyectiva con dominio 4 y rango B. Entonces
su funcion inversa tiene dominio By rango 4, y esta definida por:

f_l(y)zx si, y sélo si, f(x):y

Para cualquier y en B.
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Observen la siguiente grafica:

y=log, x

Grifico 14. La funcion exponencial de base b y su inversa,
» la funcién logaritmica

' . La grafica de la funcion logaritmica y =log, x

- se obtiene al reflejar la grafica de ¥ =b" en la recta
y=x. Ambas curvas son simétricas con respecto
larecta y = x. Su definicion formal es:

Sea b un numero positivo con b#0. La funcion
logaritmica con base b, denotada por log, se define:

log,x=y < b'=y

De este modo, log, x es el exponente al que se debe
elevar la base b para dar x.
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Los ejemplos que exponemos nos permitiran comprender la definicién anterior (ver tabla 8).

Tabla .

log,81=4 se lee “el logaritmo base 3 de 81 es 4”. ;Cémo se leen los otros logaritmos que
aparecen en la tabla?

Es importante mencionar que /og, X es un exponente, tal como mostramos en la tabla 9.

Tabla 9.

La tabla 10 nos permite listar las siguientes propiedades de los logaritmos.

Tubla 10.
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Ahora, una forma de bosquejar la grafica de la funcion y = log,  x sin apoyo en un paquete de
calculo (software libre) consiste en construir una tabla de valores, tal como hemos hecho en anos
anteriores. Y seleccionamos a x como potencias de 10, de manera tal que hallemos rapidamente
sus logaritmos (ver tabla 11).

Tabla 11.

A ctividades

Con base en lo que hemos discutido hasta el momento aborden cada una de las actividades
que siguen.

."D {Cudl es el dominio y el rango de la funcién logaritmica?
\&) ;Cudleslagraficade f(x)=log,x?

@) ;Es cierto que el punto de interseccion con el eje x de la funcién y =log,x es (1,0)?
(Por qué?

) Representen cada grupo de funciones en un mismo plano cartesiano

Grupo a: f(x) =log,x Yy g(x) =—log, x
Grupob: /' (x)=log,x y g(x)=1log,(—x)

| . : ~ -
b)) Observen las gréficas obtenidas y sefialen dos caracteristicas resaltantes en cada caso.
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La funcion logaritmica y la edad de los fosiles

El carbono 14 es una de las formas en las que se presenta el carbono en la atmésfera.
Las plantas captan el carbono de la atmésfera durante el proceso de fotosintesis, gracias al CO, que
se incorpora durante este proceso. Este isétopo se encuentra en los animales debido al proceso
de respiracion y la ingesta de plantas. Cada organismo viviente contiene una cantidad de C,, que
permanece sin cambio y en equilibrio con la atmdsfera mientras estd vivo. Con la muerte este
proceso se paraliza y el porcentaje de C,, que hay en el cuerpo comienza a disminuir. Luego, en
unos 5.760 anos aproximadamente, el C|, se reduce a la mitad.

Si consideramos el caso especifico de un organismo que al final de su vida contiene 1 mg de

C,,, una ecuacion que puede modelar la disminucién de la masa C, es la siguiente:

147

log, m=t

Veamos la manera de utilizar esta ecuacién. Supongamos que un grupo de arquedlogos
encuentra un fésil que contiene una masa de C,, de 0,0125 mg y que el organismo vivo contenia
1 mg. Lo que quiere decir que, desde la muerte, el tiempo transcurrido se puede expresar como:

log, 0,125 =¢

Para conocer el valor de ¢ construyamos la tabla de:

log, m=t
2

Veamos cuando m se hace igual a 0,125:

Tabla 12.

De latabla 12 se tiene que log, 0,125=3.

Esto quiere decir que han transcurrido
tres periodos de reduccion a la mitad, es decir,
el nimero de afos del fésil viene dado por:

3-5760=17.280

A partir de lo anterior podemos concluir
que han transcurrido 17.280 anos desde
la muerte del organismo.
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Actividades

_"D Utilicen la definicion de funcién logaritmica para hallar x en cada caso.

e log, x=1

.+ log,x=5
% log,729=x

3
L
.+ log 8= 5

|£) Investiguen y conversen con sus compaferas, companeros, profesor o profesora en qué
consiste la escala de Richter para medir la magnitud de un sismo.

!d) ;Qué otros fendmenos de la naturaleza se pueden modelar a través de las funciones
exponencial o logaritmica? Organicen una exposicion en el liceo basada en sus ideas y resultados.

A continuacion les presentamos otras propiedades de los logaritmos:

Sea b un numero positivo con b#1. Sean x, y, n numeros reales cualesquiera
x>0,y >0, entonces:
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Con el uso de estas propiedades podemos resolver algunas ecuaciones exponenciales
y logaritmicas como las siguientes:

e 477 =3
W5 45 =6.725
0 36+6" =30
% Inx=9
s log(32—-x)=2

Veamos:
457 =3 oo (4777 ) =log 3 Aplicando logaritmo en ambos
T :>og( ' )—og .ﬁ miembros de la ecuacion ._lJ
lood® +1log 7" = log3 logd 4 2xloe7 = log 3 Aplicando propiedades de
og4” +log7" =log3 = xlog4+2xlog7 =log ._l los logarit
= garitmos ._lJ

Aplicando propiedad distributiva 'y

x(log4+2log7) =log3 = x(0,603+1,690) = 0,477 'ﬁ usando la calculadora para determinar
el valor de los logaritmos

|
|

0,477 ~ 0.2
- 2,293 = x20,208 .ﬂ Despejando el valor de x 0—|J
el exel el er e Aplicando la propiedad de la multiplicacion
STAST=6725= 5545156725 € | de potencias de igual base |
(o 1 (26 Aplicando la propiedad distributiva
T 5 6.725=5 5 )7 6.725 . = y sumando fracciones ]

Despejando 5*y calculando (con ayuda de
5" =6.725+5,2=log 5" =log 29,23 ® = la calculadora) el valor del logaritmo

2,111 Aplicando la propiedad de logaritmo de

xlog5=10g129,23 = x = 0:699 =302 o = una potencia y despejando el valor de x

>3
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36" +6"=30=(6") +6" =30 *— Aplicando la definicién de potencia

Aplicando la propiedad de potencia,

2
(6)‘) +6"=30=>z"+2=30 o— la propiedad conmutativa de
la multiplicacién y sustituyendo 6* por z

Resolviendo la ecuacion de

24+2-30=0 =5,2z,=-6
224z =z =5,z ‘ﬁ 2do grado que resulta

gL

Sustituyendo z'

. i Aplicando logaritmos a ambos miembros de
6" =5=log6" =log5= xlogb=log5S @®= |3ecuaciony propiedades de los logaritmos

L

0,778 :
= ~1,113 0—| Despejando el valor de x
0,699 B )

L

Al sustituir z2 nos queda:

6" =-6

Y esta ecuacion no tiene solucion por la definicion de logaritmo.

hx=9=x=¢ Escribiendo la ecuacién dada en forma exponencial
.ﬁ‘ ._|_l

x=8.103,08 .ﬁ Utilizando la calculadora para obtener el valor de ¢° ._l_l

log,(32-x)=2=32-x=3 .ﬁ Escribiendo la ecuacién dada en forma exponencial ._l_l

32-x=9 Qﬁl Aplicando la definicién de potencia ._lJ
—-x=9-32 .ﬁ Despejando x ‘_l_l
—x=-23 o Operando en R ._|_|
x=23 QﬁMultipIicando ambos miembros de la ecuaciéon por -1 ._|_l




La solucion de este tipo de ecuaciones nos ayudan a resolver problemas como los siguientes:

Las bacterias que se encuentran en una solucion se triplican cada 3 minutos. Si hay 10.000
bacterias al comienzo, respondan:

;% ;Cudl sera una formula que exprese el niUmero de bacterias para un tiempo 7?
. ;Cuantas bacterias hay después de 27 minutos?

:* ;En qué momento la poblacion llegara a 2.560.000 bacterias?

Para resolver este problema primero construyamos una tabla con los diferentes momentos
en los que se duplica la poblacidén de bacterias en la solucién dada:

Entonces, sea rel tiempo en minutos y B(¢) el nUmero de bacterias encontradas en la solucion
en el tiempo dado, tenemos que:

Fijate que en la expresién B(r) varia
el exponente de 2, en funcion del tiempo
transcurrido, es decir de t.

Podemos escribir entonces la siguiente expresion
general para B(?):

B(t) =2310*

Para t=3n,conneZ" U{O}.

Respondiendo asi la primera pregunta y
con esta expresion general para B(f) podemos
responder las siguientes.

27

B(27)=23-10* =2°10* =5.120.000, después de 27 minutos hay 5.120.000 bacterias. ;En qué
momento la poblacién llegara a 2.560.000 bacterias? Sabemos que para un niumero x desconocido

B(x)=2.560.000 (i), y B(x)= 23:10* (ji). Igualando (i) y (ii) nos queda:
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X X Expresando 2.560.000 en forma de
2.560.000=23.10* = 256(104) =23.10* o producto de potencia de base 10 ._ll

X
3

X
256=23 =2%=2 Expresando 256 como potencia de base 2
- ]

Igualando de los exponentes y despejando
1 el valor de x |

8=2 = x=24
3

Por lo tanto, el niumero de bacterias llegara a 2.560.000 a los 24 minutos.
Ahora les proponemos resolver el siguiente problema.

La poblacién de una ciudad se triplica cada 80 afos. En el tiempo ¢ = 0, esta poblacion es
de 100.000 habitantes. Encuentre una ecuacién para la poblaciéon P(f) en funcién del tiempo, y
responda: jCuantos habitantes habra en esta ciudad dentro de 160 afos? ;En cuantos afos
la poblacién llegara a 8.100.000 habitantes?
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Los numeros complejos en la historia

Muchas ideas matematicas demoraron anos, e incluso siglos, en ser aceptadas
y desarrolladas por los matematicos, en especial por el caracter formal que caracteriza
a esta disciplina; los nimeros irracionales son un ejemplo de ello. Los pitagoricos,
aun cuando dieron con la existencia de algunos de ellos, los concebian como
“inconmensurables” o “raros’, pues consideraron que contradecian su creencia del
numero como un ente perfecto en el cual se basaba el Universo. Se cree, entonces,
que trataron de mantenerlos en secreto e impedir su divulgacién. Incluso, los griegos
descartaron el uso de los numeros negativos pues para ellos tales “cantidades”
no tenian sentido en la Geometria; era impensable asociarlos con la medida de
un segmento o con el drea de una regién plana.



Como sabemos, un problema sencillo en el que
aparece un numero irracional tiene que ver con calcular
la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 1,
aplicando el Teorema de Pitagoras, ya conocido en
el contexto de la escuela Pitagoricay varios miles de afios
antes en lo que hoy dia es China. Este problema conduce
a encontrar la solucién de la ecuacién

=1+ =1+1=2

En la cual x=+/2. Euclides probd que este
numero es irracional, demostracién que se expone en su
famoso libro Los Elementos (que en realidad consta de 13
libros), 300 afios antes de Cristo, e incluido en el libro de
Matematica de tercer ano.

Asi que, ademas de los numeros Naturales, Enteros
y Racionales, los matematicos comenzaron a estudiar
este peculiar tipo de numeros que no podian expresarse
como el cociente de nUmeros enteros, sentando las bases
para estudiar los numeros Reales, por cierto, jconjunto
mucho mas numeroso que el de los racionales! Sin
embargo, mucho mas adelante en el tiempo, Girolamo
Cardano, matematico italiano, publicé en 1545,
un libro titulado Ars magna (que en latin significa “gran
obra”) donde aparecen por primera vez, de manera
explicita, los nameros complejos, apoyandose en 1
un método que le facilité Tartaglia, aunque ya Scipione
del Ferro, en 1515, habia hecho aportes importantes al
respecto como cita Cardano en su libro. Estos niumeros
aparecen, por ejemplo, en las soluciones de las ecuaciones
de grado 2 que se relacionan con raices cuadradas de
numeros negativos. Una ecuacién como: 1

X +1=0

Para los griegos era irresoluble. Hoy en dia sabemos que no tiene solucién en el conjunto
de los numeros Reales R, pues es equivalente a x =++-1. Aqui sumamos -1 a cada lado de
. 2 ’
laigualdad x” +1=0 y luego evaluamos la raiz cuadrada a cada lado. Pero:

V=1 ni —v/=1 son nimeros reales.




No existe ningun numero real cuyo cuadrado sea igual a -1. No obstante, luego de
los importantes avances que al respecto se dieron desde el Renacimiento, podemos decir que

.7 2 T . . . ’ .
una ecuacion como x~ +1=0 sj tiene soluciones, Yy SuUs soluciones son Justo numeros complejos.

Sx y=x"+1
l+x

y=-0,005x" —4

Notemos que de las tres graficas adjuntas una de ellas, la de la izquierda, corta al eje x,
Sx

1+x°
=0 tiene por soluciéna x=0,

por tanto, tiene raices reales. Para convencernos de ello igualamos a cero la ecuacion y = y

buscamos su o sus soluciones reales. En efecto, la ecuacion >

I+x
pues con ese valor se hace cero el numerador y no se genera una indeterminacién (el denominador
no se hace cero). En cambio, las otras dos curvas (la del centro y la de la derecha) no cortan
al eje x, por esta razén no tienen soluciones reales. De hecho, al obtener el valor de x en cada
caso, obtenemos:

x=vTy =it —yR00={ 2.5 =42 25 =24 25 =2.450

-0,005

respectivamente. Para deducir la ultima solucién aplicamos las propiedades de la radicaciéon de
numeros reales que estudiamos en tercer afo.
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Fijémonos en que la cantidad subradical de J-1 y de 2-3-50 es negativa, asi que siendo

P . , 4 ’ . p
el indice de la raiz par, tanto V—1 como 2-v—=50 no son nimeros reales, son considerados nimeros
complejos. En consecuencia, x> +1=0y —0,005x* —4 =0 tienen soluciones complejas.

Dada la gréfica de una funcién y= f(x), si ésta corta al eje x

entonces f(x) =0 tiene soluciones reales. f(x) =0 tendra
tantas soluciones reales como cortes tenga la grafica con el eje x.
A tales soluciones se les denominan raices o ceros.

. Sx ) .,
Por ejemplo, - =0 tiene una sola solucion real.
+Xx
Notemos que lagraficade y =

— corta al ejex unaunica

I+x
vez,en x=0.

Grandes matematicos como Leonard Euler y Carl
Gauss también se dedicaron al estudio de los numeros
complejos, el primero aportd su desarrollo y popularizé
el uso del simbolo i que emplearemos en la leccion
sobre fractales de este libro (en especial para construir,
con apoyo en las computadoras, fractales como los de
Mandelbrot y Julia), y el segundo probd6 a sus 22 anos,
en su tesis doctoral, que cualquier polinomio de grado n
con coeficientes complejos tiene n raices, conocido como
el Teorema Fundamental del Algebm. Rafael Bombelli,
quien por cierto no estudié formalmente en unainstitucion,
publicé en L’Algebra (1572), el dlgebra para operar con
expresiones de la forma:

a+by-1

donde a y b son numeros reales; ademas aceptd sin
duda el reconocimiento de este tipo de “entidades” como
numeros. Para la época, a mediados del siglo XVI, persistia
en parte de la comunidad de matematicas y matematicos
la posicidon de no aceptarlos como numeros, y llegaron a
llamarlos “nimeros imposibles” o “numeros imaginarios”.
Este tltimo término se conserva actualmente para designar
a los nimeros complejos.

Pero expongamos el concepto de nimero complejo.

B
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Un nimero complejo tiene la forma:
a+bi

Donde a'y b son nlimeros reales e i* =—1.
a es la parte real de este nUmero complejo, y b es su parte imaginaria.

El hecho de que i* = -1, significa que i = J-1

i se denomina unidad imaginaria.

Es decir, ello hace posible, por ejemplo, que cualquier ecuacion cuadratica tenga soluciones,
. . . 2 .
no importa si la curva asociada a y = ax™ +bx+c no corta al eje x.

Recordemos en este momento de la discusion, que afirmamos al comienzo de la leccién que
2 . . ., .
x” +1=0 no tiene soluciones reales. De hecho, sabemos que esta ecuacion es equivalente a:

x:i\/jl

Con el simbolo * se indica que existen dos valores, uno positivo y otro negativo. Su uso es
una convencion para facilitar la escritura y la comunicacion en Matemética.

Y con base en la definicién anterior
podemos escribir:

x==i

Asi que x> +1=0 tiene soluciones
complejas, precisamente x=i y x=-i
(observen el grdfico 1).

Grdfico 1

138



(Cuadles son la parte real e imaginaria de estos numeros? Veamos:

Y en el caso de —i tenemos:

Para i, su parte real es 0 y su parte imaginaria es 1. En cambio, para —i, su partereales 0y su
parte imaginaria es -1.

Los numeros complejos permiten asi estudiar de un modo amplio y formal todas
las soluciones de las ecuaciones. Esto ultimo se da en el amplio campo de la Matematica, pero
también, los numeros complejos tienen vastas aplicaciones en otras disciplinas, areas y en
el contexto. En este libro se comentan algunas de las que se relacionan con los fractales
en la naturaleza; la electricidad y la electronica son otras de las disciplinas en donde desempenan
un papel fundamental, por ejemplo, la reactancia de un circuito se mide con nimeros complejos.

La reactancia es la oposicién ofrecida al paso de
corriente alterna porinductores (bobinas) y condensadores,
y se mide en Ohmios. La reactancia junto a la resistencia
eléctrica determinan la impedancia total de un componente
o de un circuito. Asi que la reactancia (b) se identifica con
la parte imaginaria de laimpedancia (z) y la resistencia (a) es
la parte real, segun la igualdad:

Ejemplo de un circuito

z=a+bi
T 1
parte real  parte imaginaria

(resistencia) (reactancia )
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Habran advertido también que si b=0, entonces z=a+bi=a+0i=a+0=a. En
consecuencia, todo numero real es un numero complejo. El diagrama de Venn que mostramos a
continuacion ilustra las relaciones de contencidn entre los conjuntos de ndmeros Naturales (N),
Enteros (Z ), Racionales (Q), Irracionales (1 ), Reales (R) y Complejos (C).

{Como se representa graficamente un niumero complejo?

Dos apasionados de la matematica, Wessel y, posteriormente, Argand (en el afio 1806),
dieron una idea correcta de cdmo representar los nimeros complejos. Esta se basa en ubicar en
el plano coordenado las partes real e imaginaria, tal como hemos hecho para representar puntos
(pares ordenados) en el Plano Cartesiano. Esta representacion se hace en un diagrama de Argand
o Plano Complejo, el cual consta de dos ejes, x e y, perpendiculares entre si. Asi, un niumero de
la forma z=a+bi, se corresponde con un punto del diagrama en el que a se ubica en el eje x y
b en el eje y, con esto, cada punto del diagrama se corresponde con un Unico nimero complejo,
y reciprocamente, cada nimero complejo se corresponde con un Unico punto del diagrama.

Yy
z=a+bi
Esta representacion, contribuyé b
a superar la creencia de que tales
numeros eran algo “inexistente”, como
sucediadesde hacecercade 100anosen
parte de la comunidad de matematicas
y matematicos.

Pero, jen qué caso, dos numeros
complejos son iguales?

Diagrama de Argand
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Dos numeros z, =a+bi y z, =c+di son iguales si, y
solosi, a=b 'y c=d.Esdecir, si la parte real del primero
es igual a la parte real del segundo, y la parte imaginaria
del primero es igual a la parte imaginaria del segundo.

{Como operamos con numeros complejos?

Con lo que hemos visto hasta ahora, estamos en condiciones de exponer cémo sumar
y multiplicar con estos niumeros.

Dados los nimeros a+bi y c+di, entonces la adicion,
sustraccion y multiplicaciéon estan dadas por las expresiones:

Adicion (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
Sustraccion (a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b-d)i
Multiplicacion (a + bi)-(c + di) = (ac —bd)+ (ad-l—bc)i

En las dos primeras, se suman o restan las partes reales y las partes imaginarias. Para
la tercera s6lo debemos estar atentos al hecho i* = —1.Veamos:

(a+bi)-(c+di)=ac+adi+bci+bdi’
= ac+adi+bci+bd(—1)
=ac+adi+bci—bd
:(ac—bd)+(ad+bc)i
Revisen detenidamente cada uno de los pasos que seguimos antes.

Por ejemplo, consideremos a los numeros 2+5i y 3—i, entonces:

Su suma es:

(2+5i)+(3-i)=(2+3)+(5-1)i=5+4i

141




Su resta:

(2+5i)-(3-i)=(2-3)+(5—(-1))i =—1+6i

Y su producto:

(2+5i)-(3-1)

(2:3-5(-1))+(2+(-1)+5-3)i
=(6+5)+(-2+15)i
=11+13i

En el grdfico 2 sefialamos los puntos del Plano Complejo que corresponden a 5+4i (la
suma), —1+6i (laresta) y 11 + 13i (el producto).

Estas operaciones se pueden visualizar con apoyo en los paralelogramos que mostramos en
la figura.

11+ 13i

-1+ 6i

2+5i

5+4i

Grdfico 2
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Sélo nos falta definir la division de nimeros complejos. Para ello se realiza un proceso
similar al de racionalizar el denominador de una expresion, tal como estudiamos en tercer ano.
A tal fin, necesitamos caracterizar lo que llamaremos conjugado de un numero complejo. Sea

z=a+bi, su conjugado es z =a—bi. Cualquier nimero complejo multiplicado por su conjugado

es precisamente la suma del cuadrado de su parte real con el cuadrado de su parte imaginaria.
En efecto:

z-gz(a+bi)(a—bi)
=g’ —abi+ abi - b*i*
=a’ — abi + abi — b* (—1)

=a*+b*

Justifiquen cada uno de los pasos que seguimos anteriormente. Esta propiedad nos sera
de suma importancia.

Sobre la divisién de complejos:

Sean los numeros a+bi y c¢+di, entonces para dividir
a+bi

c+di
por el conjugado del denominador:

, se multiplica el numerador y el denominador

a+bi _a+bi _a+bi c—di_(actbd)+(be-ad)i
c+di c+di c+di c—di A +d?




Por ejemplo, dividamos los complejos 2+5i y 3—i. Asi,

2+5i_2+5i.1_2+5i.3+i_(6+5)+(15—2)z‘
3-i 3= 3=i 3+i P 4(-1)
_1+13i 114130 _qy

13 .
+ =i
9+1 10 1010

Noten que multiplicamos el numerador y el denominador de 2+3i por el conjugado de
3—i,esdecir, por 3+i.Su representacion esta en el grdfico 3. 3—-i

Seguidamente, ilustramos graficamente cémo obtener el producto de dos complejos. Para
ello debemos construir dos triangulos; el primero tiene como vértices al origen, al primer punto y

al punto (l , O) .Y el segundo tiene como vértices al punto origen, al otro punto y al producto de
ambos complejos. Ambos triangulos son semejantes. ;Por qué?

Conversen este hecho en su curso.

Los triangulos
z,=2+5i son semejantes

2223— 1i

Grdfico 3. Representacion del producto de dos complejos

La adicion de complejos verifica las propiedades de existencia de neutro aditivo,
conmutativa, asociativa, existencia de simétrico u opuesto aditivo. La multiplicaciéon verifica
la existencia de neutro multiplicativo, conmutativa, asociativa e inverso multiplicativo para

todo complejo no nulo. Ademas, se cumple la ley distributiva de la multiplicacién con respecto
a la adicion.
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Interpretacion geométrica del conjugado y del médulo

Dado un numero complejo z =a+ bi y el punto que le corresponde en el Plano Complejo. ;Cual es
el médulo del segmento cuyos extremos son el origen del Plano y z?

Y z=a+bi

z=a+bi

z=a-bi

Por el Teorema de Pitagoras esta medida es |Z| =+la’ +b*,puesa y b son justo los catetos del
triangulo rectangulo que se forma. Entonces el médulo de un nimero complejo |z| es la distancia
desde el punto origen hasta el punto z.

Por otra parte, sabemos que su conjugado es z = a— bi (observemos el grafico de laderecha).
Asi que podemos concluir que el conjugado de un nimero complejo z es una imagen especular
de z alrededor del eje x, esto es, es una reflexion alrededor del eje x.

Propiedades del médulo de un complejo

Sean z y w complejos, entonces:

Z|20

'l.
L]

zZ|=0 siysolosi z=0

-l.
L]

Z+W|S|Z|+|w|

2w =[z|-|w]
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A ctividades

!1} Girolamo Cardano, en su Ars magna, expuso una formula para obtener las raices o ceros de
una ecuacion cubica del tipo:

x> =3mx+2n

Esta es:

x:%/n+\/n2 —-m’ +i/n—\/n2—m3

La cual se conoce como féormula de Scipione del Ferro-Tartaglia-Cardano.

Empléenla para obtener la o las raices o ceros de las siguientes ecuaciones:

x'=3-1-x+2-1 x'=3-2-x+21

-x'=-9x+4
Como advertiran, primero deben deducir cudles son los valores de m y n en cada caso.

Luego, comparen sus resultados con la grafica correspondiente.
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I&) ;Cuadles son las partes real e imaginaria de
los siguientes complejos?

IS0 —7+lz‘
3

e 1430

4
s 3-4-10

'@ Simplifiquen el cociente indicado.
" 6+5i
2-4i
. —1++2i
8—i

" \/§+i

: 2+i

L)} Obtengan todas las raices o ceros de cada
una de las ecuaciones que mostramos.

Moy=x"+x+l

o oy=x"+5

o oy=—x"+2x-7
Moy=x"-64

L y:x4—625

Ademds, construyan sus graficas y analicen
sus resultados.

@ ;Las soluciones de la ecuacion ax” +bx+c =0
son complejos conjugados? Expliquen por qué.
Convérsenlo con sus companeras y companeros.

il Calcular las siguientes potencias de i
A iz,i3,i4,i5,i6,i7,.... Amplien esta lista junto con
sus resultados, jqué patrén observan? Utilicen su

conjetura para calcular %',
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'D {Qué region del plano describen todo los nimeros complejos cuya distancia al origen
es menoroiguala1?

W Repita la actividad anterior, pero esta vez considerando los complejos cuya distancia es
mayor a 1.

@ Demuestrenque z+w=z+w.
f@ iLasuma z+z esreal? ;)Y z-z?

ID (Existe algun caso en el que se cumplalaigualdad z=2z?

Hallen un numero complejo cuya parte real es igual a 4 y su médulo es 5. Sugerencia:
representen en el Plano Complejo los datos que tienen y empleen el Teorema de Pitagoras.

Escribir un numero complejo como z=a+bi, es una notacién que se conoce como
binémica. Pero existen otras formas de escribir un nUmero complejo: la polar y la trigonométrica.
Estas ultimas tienen que ver con el dngulo que se forma entre el segmento cuyos extremos son
el origen y la coordenada real del numero, y el segmento que une al origen con z. El diagrama
adjunto muestra cada una de ellas.

m=\a’+b*

@w:é

a

+Im
z (a,b)
a+bi me
m b
® +Re
a

a=mcosp
b =m seng

m (cosg + iseng)
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En el diagrama anterior hemos indicado con m=+a*+5* al médulo del nimero complejo z.
Este concepto nos permite distinguir si un nimero complejo z, esta mas proximo al origen que otro

z,. Pero no tiene sentido escribir que z, <z, 0 que z, >z, pues NO esta definida una relacion de orden
en C, amenos que z, y z, sean numeros reales.

Ademas, siz# 0, ¢ denota al angulo, medido en radianes, que determina el vector posicion
m con respecto al semieje de las abcisas positivas (ver el diagrama).

En el libro de tercer ano estudiamos las razones trigonométricas seno y coseno que son
la base necesaria para expresar un nimero complejo en sus formas polar y trigonométrica.

{Cémo deducimos la forma trigonométrica de z? Veamos:

Sabemos que m=+a’ +b* =|z|y que:
b
gp=—
a

Entonces a =mcos ¢ y b =m sen ¢, con lo cual:

z=a+bi=mcosp+(mseng)i=m(cosp+isenp)
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Conjuntos auto-semejantes

En la lecciéon anterior estudiamos los numeros complejos z=a+bi como
solucién de ciertas ecuaciones en una variable x, sin embargo, estos nUmeros también
nos brindan nuevos horizontes matematicos. Con ellos podemos generar conjuntos
increibles, nos referimos a conjuntos que son auto-semejantes, es decir, todo
el conjunto tiene la misma forma que una o varias de sus partes. La auto-semejanza se
puede dar de manera aproximada o exacta.



Este tipo de conjuntos no existen solamente en el seno de la matematica, sino que sedan, y
frecuentemente, en la naturaleza; por ejemplo, en la estructura externa del brécoli o del coliflor, en
las hojas de ciertos helechos, en el sistema de irrigacidon sanguinea en los pulmones, en las redes
neuronales, al estudiar los modelos matematicos que describen el comportamiento de grandes
masas de aire o del tiempo atmosférico, en el proceso de formacion de la espuma, en los torrentes
de agua, al medir la costa, en la propagacion de epidemias, en ciertos modelos del crecimiento de
una poblacién y en tantos otros.

Estos conjuntos auto-semejantes reciben el nombre de fractales.

Algunos de ellos guardan relacién con la teoria del caos, la cual estudia el comportamiento
de sistemas dindmicos en los que pequenisimos cambios en los valores iniciales ocasionan
desviaciones cada vez mayores. En sintesis, son sistemas con una “inestabilidad persistente’, de
alli su denominacién como caéticos.

Sophia Kovalévskaya, al parecer la primera mujer que trabajé como profesora de
Matematica en Europa, Pierre Fatou, Henri Poincaré, Gaston Julia y Benoit Mandelbrot son
algunos de los que contribuyeron a crear y desarrollar esta teoria, abandonando asi la tendencia
reduccionista y determinista que habia imperado en la ciencia de la época, donde lo cadtico, lo
inesperado, no encontraba lugar.

Desde las cercanias a 1970, el uso de los ordenadores (computadoras) permitié hacer
numerosos calculos con rapidez y precision, asi como graficar los resultados. Hoy en dia, existen

muchos programas libres, disponibles en Internet, para representar fractales.

En esta leccion estudiaremos un tipo de fractal en el que los nimeros complejos seran
fundamentales. Ademas, nos apoyaremos en un software para visualizar su forma.

Antes de seguir, destaquemos los conceptos de auto-semejanza y de fractal.

Un objeto es auto-semejante si tiene la propiedad de que
cualquier seccidn suya es una réplica a menor escala de
si mismo.

Ademas,

Un fractal es un objeto auto-semejante a cualquier escala.
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" Antes de sequir, les proponemos que, con la intencién de retar su creatividad, representen

una figura u objeto que sea auto-semejante. Compartan y conversen sus resultados con
el resto del grupo.

{Como se generan estos conjuntos?

Gaston Julia, quien por cierto se vio afectado fisicamente a causa de la primera Guerra

Mundial, de alli la mascarilla que aparece en la foto, se apoy6 en la iteracion, idea que pasamos
a definir.

Iterar consiste en repetir un proceso o un conjunto de pasos
varias o infinitas veces.

{Como uso Julia esta idea?
El considerd una expresién como:

2
zZ,,=2z, +cC

n

s . 2 e
Donde z,y ¢ son nimeros complejos. Con lo cual, el cuadradode z y z,,, =z,” + ¢, también
son complejos. Estoes, z,,, € C.

Pero, y esto es muy importante, Julia fijo al complejo ¢ (esto significa que escogid
una constante compleja ¢ cualquiera), ahora todo nimero complejo z, se pasa por este método,
es decir, se evalua el cuadrado de este nimero y se le suma ¢, an + ¢, luego el resultado se vuelve
a evaluar en la misma expresion, y asi sucesivamente.

llustremos esta idea para el caso en que ¢ =1y z, =3 . Aqui tomamos dos numeros reales
para facilitar los calculos.

z, =3 +1=10
z,=10> +1=101
2z, =101> +1=10.202
z, =10.202 +1=104.080.805

Como vemos estos resultados crecen muy rapidamente, ello nos hace inferir que tienden
al infinito.




La sucesidon de resultados se denomina orbita de Zy Y el nimero al cual tiende la 6rbita se
llama atractor.

Esto que hicimos para z, =3 debe repetirse con todos los otros nimeros complejos, y en
nuestro caso, dejando fijo c =1.

Perosic=0yz, =1:

z=12+0=1
z, =1 +0=1
z,=1+0=1
z,=1"+0=1
z=1’+0=1

La orbitade z, =1, con ¢ =1, no se va al infinito.

En todo este proceso se tendran 6rbitas que tienden al infinito, pero otras 6rbitas no, y aqui
comienza lo interesante.

. Antes de seqguir les proponemos que encuentren algunas érbitas que vayan al infinito
y otras que no (esto es, que su atractor sea infinito o finito, respectivamente).
;% Conversen con sus companeras y companeros sobre sus resultados.

Una observacién previa: como queremos mostrar
la idea grafica de algunos de estos conjuntos de nimeros
complejos, recordemos que C se corresponde con el plano
complejo o plano de Argand (como vimos en la leccion
“las soluciones complejas”). Por tanto, podemos denotar
a los nimeros complejos como puntos y viceversa.




El conjunto de Julia

El conjunto de los puntos cuya 6rbita no se va al infinito
tiene un borde o frontera. Este borde o frontera es
el conjunto de Julia asociado a la constante c.

iEl conjunto de Julia es un fractal!

Naturalmente, que para construir una aproximacion grafica a tal tipo de conjuntos, es
necesario recurrir a paquetes de computadoras (software), precisamente por lo inmanejable
que resultarian estos calculos sin éstos. En Internet hay muchos paquetes especializados en
la representacion grafica de fractales, asi que sera necesario que descarguen algunos que les
resulten amigables (comodos de usar).

Veamos un ejemplo, en realidad, hay muchisimos tipos de conjuntos de Julia. Uno de los
mas sencillos se genera a partir de la expresion:

_ 2
donde Zm1 T %0,

Aqui hay un hecho que debemos tener presente, las iteraciones de un punto inicial z , van a
depender de su médulo |ZO|. Esto nos permitira bosquejar la grafica del conjunto de Julia asociado
a la constante ¢ =0 .Veamos:

% Si |Zo| <1 entonces las iteraciones de z, seran cada vez mas cercanas a 0.
i* Si|z,| > 1 entonces las iteraciones de z, se van al infinito.
% Si|zy| =1 entonces las iteraciones de z, se quedan en la circunferencia de radio 1.




Mostremos algunos calculos al respecto.

|zo| <1 [Iteraciones con z =z

ZO Z1 22 Z3

z,=0 2,=0"=0 2,=0°=0 7,=0°=0

z,=0,9i z,=0,9=0,81 z,=0,81>=0,6561 2 =0,6561"~0,4304
z,=0,5i z,=0,5=0,25 z,=0,25*=0,0625 2z =0,0625>~0,0039
z,=0,1 z,=0,1"=0,01 2z, =0,01=0,0001 2z =0,0001> =0,00000001
|Zo| >1 Iteraciones

z, =1,1i z=L1"=1,21 z,=1,21"=1,4641  z, =1,4641> ~2,1435
z,=2i z=2"=4 z, =4’ =16 z, =16 =256

z, = 3i z,=3"=9 z,=9*=81 z, =817 = 6561

z, =10 z,=10"=100 2, =100>=10000  z, =10000* = 100000000

|ZO| =1 [teraciones

zy=-1 z=(-1y=1 z,=0= z, =12 =1
z, =1 z=1=1 z,=1"=1 z,=12=1
z,=i z=i"=-1 z,=(-1) =1 z, =1 =1
2, =i =(-i)=1 z=(-1)=1 z,=1=1

;% Amplien la tabla con otros célculos. Por ejemplo, para los puntos:

z, =-0,1i
z,=-0,5i
z, =—1,01i

Z

1 1.
=t
2 2

Recordemos que el conjunto de Julia es la frontera del conjunto de los puntos cuyas
iteraciones no se van al infinito, es decir, aquellos cuyo médulo es 1 : |ZO| =1,




Grdfico 1. Conjunto de Julia
parae=10

Sus orbitas tienden a ©

‘Zo|>1
Sus orbitas tienden a 0 Estos puntos tienen
‘Zu‘< 1 orbita igual a 1

‘Zo‘=1

Grdfico 2

Graficamente estamos hablando de la circunferencia
de radio 1 y centro en el punto (0,0) del plano complejo

(grafico 1).

Observen que en el interior de la circunferencia
se encuentran los puntos cuyas Oorbitas tienden a 0, en
la circunferencia estan los puntos cuya o6rbita es 1, y
fuera de la circunferencia estan los puntos cuyas Orbitas
tienden al infinito. En la segunda imagen (grdfico 2)
hemos coloreado cada una de estas regiones de acuerdo
a las propiedades descritas.

La circunferencia, es entonces, la frontera que buscamos.

.'s Muestren algunos elementos de las orbitas de
los puntos con los que ampliaron la tabla.

% ;Cual es el atractor de cada uno de estos puntos?

Este conjunto de Julia es muy familiar para nosotros,
en esencia no es complicado ni extrano.

No obstante, si consideramos otras constantes c,
el conjunto de Julia se vuelve bastante intrincado y con
propiedades muyinteresantes.PeroJulianoempled paquetes
de calculo (software), pues para la época las computadoras
no se habian desarrollado ni popularizado lo suficiente, cosa
que hoy en dia ha mejorado bastante (por ejemplo, con
el acceso de las y los estudiantes, desde la Escuela Primaria
publica, a las portatiles).

A continuacion en el grafico 3 damos laidea de otros conjuntos de Julia para otras constantes.
El conjunto de Julia es la frontera de cada una de estas figuras geométricas.

c=01+01i

c=-0,5+0,5i c=-0,2+0,75i

Gridfico 3




Fijense en el grafico4,en el casodelafiguradelaizquierda, la constante ces cercanaa0 (justo
el caso que estudiamos antes). Pero aqui la frontera parece una “distorsiéon” de la circunferencia de
radio 1. jEsta curva frontera es una curva fractal! Las otras dos curvas frontera también son fractales.
Tal como mostramos en el mismo grafico.

2%

Gridfico 4. Tres conjuntos de Julia

Estos conjuntos son auto-semejantes, partes del mismo se repiten cuando ampliamos
la escala con que lo visualizamos. Ademas, son curvas cerradas (fractales de laizquierda y del centro)
o constan de varias curvas cerradas (fractal de la derecha).

Hay fractales que constan de una sola pieza y otros, en cambio, se conforman por dos o mas
piezas. Los primeros se denominan conexos, y los segundos se llaman disco-nexos. Los conjuntos
de Julia asociados a:

c=0
c=0,1+0,1{
c=-0,5+0,5i
c=-0,24+0,75i

son conexos. Pero no lo son los mostrados en el grdfico 5:

Grdfico 5

Estos conceptos seran fundamentales en lo que sigue.




El conjunto de Mandelbrot

Benoit Mandelbrot también contribuy6 con el estudio
de los fractales, en especial al apoyarse en las ventajas que nos
brinda la computadora. De hecho hay un tipo de conjuntos que
lleva su nombre.

El conjunto de Mandelbrot (M) consta de
los puntos del plano para los que sus oOrbitas
no tienden al infinito.

Este se puede definir también como el conjunto de
puntos ¢ del plano complejo tales que el conjunto de Julia
asociado a la constante ¢ es conexo.

Ya con apoyo en un software podemos construir la grafica
de M:
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Este conjunto es conexo (de una sola pieza). Si realizamos ampliaciones en la frontera de
M veremos que partes del mismo aparecen nuevamente, y esto sucede con cualquier escala que
escojamos. Observemos la secuencia en el grdfico 6:

Grifico 6. Varios zoom del conjunto M




Aunque sea controversial, el conjunto de Mandelbrot, justo uno de los precursores de
la Geometria Fractal, no parece ser un fractal, pues su estructura basica no se repite a cualquier
escala, mas bien, al hacer zoom el conjunto M se vuelve “filamentoso”. Sin embargo, el mismo

concepto de fractal es bastante amplio.

Los fractales en la realidad

Un modelo de propagacion
de una epidemia

Mapa de la propagacion
de la gripe aviar

Brécoli

Célula en division

Modelo de
una red neuronal

Un conjunto
de Julia

Imagen satelital de
las condiciones meteorologicas

Curva de Lorenz

Conjunto de Mandelbrot
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Los fractales y la geometria fractal nos pueden hacer ver las cosas de un modo distinto.
La imagen mental que tenemos de las grandes masas de aire (como las nubes), las rocas, las hojas,
las “lineas” costeras, el sistema de irrigacidon sanguineo, y tantos otros objetos o fendmenos de
la naturaleza ya es otra después de estudiar los fractales. Este concepto nos invita a pensar en sus
intrincadas estructuras, y en la idea de auto-semejanza a varias escalas.

A ctividades

!'[) Paraz,, =z, +c,den ejemplos de 6rbitas que tiendan al infinito y otras que no.
;Ysiseiterazy=3enz,, = z7?? ;Cuadl es su orbita? ;Cual es su atractor?
Den ejemplos de figuras geométricas conexas y disconexas.

!0 Disefien, con apoyo en un paquete de calculo, fractales conexos y disconexos.

Consideren la expresion

Utilicen el siguiente hecho para evaluar si el conjunto de Julia asociado a ¢ =-2 es conexo
o disconexo:

Si la 6rbita del 0 tiende al infinito, entonces el conjunto de
Julia asociado a c es disconexo, y si la 6rbita del 0 no tiende
al infinito, entonces este conjunto de Julia es conexo.

Es decir, jsolo basta probar con la érbita del 0 para saber si todo el conjunto es conexo o no!
Luego, construyan su grafica con apoyo en el paquete computacional del que disponeny visualicen
su resultado.

B Investiguen sobre otras aplicaciones de los fractales en dareas como la medicina,
la topografia, la meteorologia, la fisica, la electricidad u otras. Ademds, compartan sus ideas en
el contexto del aula.

D Organicen la presentacion y divulgacion de sus resultados en otros espacios de
su comunidad.




Tal como hemos visto en esta leccion, la iteracién es un proceso matematico que aun
con su sencillez puede implicar estructuras, patrones o hechos que se ven como “cadticos”.
Los conjuntos de Julia y de Mandelbrot son ejemplos importantes de ello, en especial porque se
basan en iteraciones de niUmeros complejos z = a + bi.

La leccién que sigue aborda otro tipo de fractales que no requieren de los complejos, éstos
consisten en iteraciones de cierto proceso aplicado a un figura geométrica, como por ejemplo:
un segmento, un triangulo o un cuadrado.

En este sentido, se estudiaran los fractales:

" El conjunto de Cantor.

% El triangulo de Sierpinski.

;™ La curva de von Koch.

. " La Alfombra de Sierpinski.

" Las curvas de Peano y Hilbert.

La tecnologia, como sefialamos al inicio, abre una amplia gama de posibilidades
y herramientas que nos permiten adentrarnos en la compleja estructura que poseen los fractales.

jAsi que animense a descargar desde Internet otros programas libres especializados en este
tipo de conjuntos, en estos conjuntos increibles!




Un poco de historia

A fines del siglo XIX, los matematicos empezaron a poner en tela de juicio
los principios geométricos de Euclides, dando paso a una idea matematica totalmente
revolucionaria como la Geometria Fractal, la cual consiste en la descripcién de
objetos geométricos que son autosemejantes o simétricos en escala, es decir, sus
partes guardan semejanzas con el todo, prolongandose la similitud con las partes
de las partes y asi hasta el infinito. Benoit B. Mandelbrot acufa el término Fractal
en su libro The Fractal Geometry of Nature (1977) al referirse a ciertos objetos de
estructura “irregular”.



A pesar de no plantear una definiciéon especifica del término, el autor menciona tres
propiedades de los fractales:

" Conjuntos autosemejantes, es decir, figuras que se repiten a si mismas un nimero infinito
de veces a distintas escalas.

;% Dimensiodn fractal, se refiere a figuras con dimensién no entera.

;% Conjuntos que se forman tras procesos iterativos infinitos.

La Geometria Fractal representa un extraordinario intento por describir las formas
y los objetos del mundo real, tales como los que se muestran a continuacion:
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Asi mismo, se estdn utilizando los fractales para transmitir imagenes digitales, o en
la economia, en donde la dimensién fractal proporciona el grado de predictibilidad del fenémeno
a estudiar.

El término fractal proviene del latin fractus, que significa roto,
fragmentado, y constituye un concepto central en la geometria
de la naturaleza y de la teoria de los sistemas extremadamente
irregulares conocidos como caos.

Historia y construccion de fractales

Una buena manera de comprender lo que es un fractal consiste en
explorar cobmo surgen geométricamente; a continuacion detallaremos
cémo se procede para la construccion de algunos de ellos.

Conjunto de Cantor

El primer fractal que se conoce, fue el ideado por Georg Cantor en
1883. Para construir el fractal propuesto por Cantor, se debe partir
de un segmento de longitud 1, el cual se ha de dividir en tres partes
iguales y se eliminan las partes centrales de cada una de ellas.
El proceso serepiteindefinidamente con cada uno de los segmentos

Geonge Camntor
T : gque quedan.




A ctividades

Construyamos el conjunto de Cantor

.'D Tracen el segmento AB . Recuerden gue dicho segmento esta formado por el conjunto de
los puntos Ay B, y de todos los puntos que estan entre A y B. Los puntos A4 y B se llaman extremos

del 4B . Consideren que la distancia entre los puntos 4 y B es igual a uno (1). Designemos esta
primera parte como la etapa 0.

[ L ]
4 1lcem B

&) Vamos ahora a dividir el segmento AB en tres segmentos congruentes: en efecto
AF = FG = GB. Este es un procedimiento que ya hemos estudiado en afos anteriores.

® @ @
A F G

w @

' Ahora se procede a eliminar el segmento FG . Entonces en la etapa 1 quedan los dos
segmentos de los extremos, es decir, los segmentos AF y FG.

® ® ® ®
A F G B

!D Reiteren el proceso anterior para los segmentos AF y FG. Seguramente obtendran algo
similar a lo que se muestra a continuacion. Llamemos a esto etapa 2.
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;% ;Quéobtenemossiaplicamoslos pasos anteriores al resultado de la etapa 2? ;Qué tendremos
de la etapa 3?

;% ;Y sirepetimos lo obtenido para la etapa 3?7 ;Qué resultado conseguiremos con la etapa 4?

Este procedimiento se puede continuar de manera reiterativa al infinito, y obtendremos asi
el fractal conocido como Conjunto de Cantor.

Si observan detenidamente, este fractal
se obtiene de un proceso de iteracion.

La Geometria Fractal tiene su
origen en el concepto anterior, proceso
iterativo, concepcién introducida hace
aproximadamente 300 afos por Isaac
Newton y Gottfried Leibniz.

Con los resultados que han obtenido, les invitamos a completar, en sus cuadernos,
la siguiente tabla:
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De acuerdo con los resultados, respondan con sus
compaferas y compaferos las siguientes preguntas:

. Si continuaramos el procedimiento, ;cuantos segmentos
tendremos en la etapa 5?7 ;y en la etapa 10?

.= A medida que continuamos con el procedimiento, ;qué
ocurre con la longitud de los segmentos que se generan
en cada etapa?

Vamos a verificar la respuesta.

(Cuanto queda del segmento original en la etapa

1? Efectivamente, tendremos que al segmento AB de
longitud 1 le hemos quitado una tercera parte del mismo,
entonces, en la etapa 1, la longitud de los dos segmentos
resultantes es:

2
3

(Y en la etapa 2?7 Observen que de la etapa 1 nos

quedaron 2 del segmento original. Ahora, en la etapa 2,
3

estamos quitando un tercio a cada uno de los dos tercios
del segmento original. Algebraicamente esto se escribe
como sigue:

2 (11 11) 2 (1 1} 2 (1T 4
_____ +—— === _2+_2 =_—_2.]| = [
3 (33 33) 3 (3% 32) 3 3) 9

Para la etapa 3 tenemos:
3
LY B I S S
9 3 9 27 27
Comprueben que para la etapa 4 quedan 16 del

segmento original. 81

Consulten con sus companeras y companeros,
y reflexionen sobre lo siguiente:

;% ;Cudnto queda del segmento original para la etapa 100?
;% Expongan una conjetura sobre cuanto queda del
segmento original para la etapa n.




Lo que tendremos, después de reiteradas iteraciones, es un conjunto de puntos con
una estructura tal que cada una de sus partes guardan semejanza con el conjunto total, es decir, es
un conjunto autosemejante (ver grdfico 1).

|-
ot
@l\]

Grdfico 1. Construccion del Conjunto de Cantor

A ctividades

Construyamos la curva de von Koch

."D Tracen el segmento AB . Consideren que ladistancia entre los puntos 4y B esigual auno (1).

Omitan el tercio central, tal como hicimos para construir el conjunto de Cantor.

N
ey
Q
o
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! Tracen la mediatriz al segmento determinado por los puntos F'y G. Para ello construyan dos
circunferencias, una con centro en el punto F'y otra con centro en el punto G, ambas de radio FG.
La interseccion entre ambas circunferencias, determinan los puntos Hy J, y a su vez al segmento

HJ, el cual divide en dos partes iguales al segmento FG (observen el grafico que sigue).

H

J

_"D Tracen los segmentos FH y GH . Asi, obtenemos la siguiente figura.

H

A F G B

@ El siguiente paso consiste en repetir el proceso sobre cada uno de los cuatro intervalos
resultantes en la etapa anterior. La Curva de von Koch es precisamente a la que se aproximan
las sucesivas poligonales que surgen al reiterar este proceso al infinito.

Les proponemos seguir aproximandose, junto a sus companeras y companeros, a la Curva
de von Koch.

B
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Hemos estudiado hasta ahora algunos ejemplos de procesos
iterativos, tal como el conjunto de Cantory la curva de Koch,
existen otros modelos de Procesos Iterativos observables en
la construccion del triangulo y la alfombra de Sierpinski,
los cuales les invitamos a construir a continuacion.

El Triangulo de Sierpinski

En un proceso similar a las construcciones anteriores, se puede obtener el Triangulo
de Sierpinski, fractal cuyo nombre se da en honor a su creador el matematico polaco Waclaw
Sierpinski, quien lo ided en el afno de 1915, considerando para ello un triangulo equildtero de
lado uno (1) y la posibilidad de dividir el mismo en cuatro tridngulos equilateros congruentes, y asi
sucesivamente con cada uno de los tridngulos obtenidos del paso anterior, resultando la figura que
se muestra a continuacion.

Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2

W

Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5

El Triangulo de Sierpinski lo pueden construir con lapiz, papel y escuadras o reglas,
también te invitamos a considerar para su construccién uno de los tantos software geométricos
libres, disponible en Internet.

Un fractal se puede describir como un ente
geométrico infinito, cuya superficie es finita
pero su perimetro no, es decir, es infinito.
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La Alfombra o Tapiz de Sierpinski

Construyamos ahora la alfombra o tapiz de Sierpinski, veamos las primeras etapas
a continuacion:

Patron Inicial Primera Iteracion Segunda Iteracion

Grdfico 2

La primera iteracion que se puede observar en la construccion de la alfombra de Sierpinski,
la cual les invitamos a construir. Consiste en la division del patrén inicial (cuadrado de lado uno) en
nueve (9) cuadrados mas pequenos, sustrayendo el cuadrado del centro, obteniendo asi ocho (8)
cuadros de lados iguales a Ldela longitud del cuadrado inicial, tal y como se puede observar en el

3
grafico 2. En la segunda etapa, se repite el proceso sobre cada uno de los ocho (8) cuadrados que se
generaron antes. Este proceso se ha de repetir infinitamente (ver grdfico 3).

0 1

La importancia de estudiar este tipo de estructuras esta relacionada, en algunos casos, con
la posibilidad de modelar el fluido en un medio poroso.

2 3 4

Grdfico 3
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{Cuanto mide la costa de la Republica Bolivariana de Venezuela?

Responder a una interrogante como ésta,
segun Benoit Mandelbrot, depende de aquello que
descartamos al momento de la medicién. Al medir
cada vez con mayor precision encontraremos
nuevos detalles que muy probablemente no
advertimos antes. La actividad que les proponemos
ahora tiene que ver con buscar, en cada etapa del
proceso, mayor precision y ajuste para esta medida,
problema que se vincula estrechamente con
los fractales.

;" Apoyense en una reproduccién del mapa de la Republica Bolivariana de Venezuela, como
vemos en el grdfico 4.

" Utilicen una regla graduada para medir la costa venezolana. Pueden trazar segmentos
de 1 cm.

;% Cuenten los segmentos que conforman la linea poligonal que sigue la costa y respondan
la interrogante planteada al inicio de esta actividad. Para ello deben atender a la escala que
expone el mapa.

" Discutan y reflexionen con sus compaiieras y companeros, los resultados obtenidos.

Gridfico 4. Un paso para estimar la longitud de la costa venezolana




Ahora buscaremos una mejor aproximacion a esta medida:

'+ Empleen otra reproduccion del mapa de la costa de nuestra patria.

.+ Tracen ahora una poligonal que siga la costa venezolana y en la que los segmentos que
la forman midan, por ejemplo, 0,5 cm.

;% Cuenten los segmentos trazados y estimen la longitud de la linea costera. Comparen sus
resultados con obtenidos antes. ;Qué pueden concluir? ;Cémo explicar esto?

Las curvas de Peano y Hilbert

El matematico italiano Giuseppe Peano construyd, en 1890, una curva continua que pasa
por todos los puntos del cuadrado unidad [0,1]x[0,1]. Este es el primer ejemplo de una curva que
“llena” un espacio. Afios después, el matematico aleman David Hilbert construyé una curva limite
de poligonales que “llena” el cuadrado y en su honor tal estructura recibié el nombre de Curva de
Hilbert. Esta es una curva con una construccién geométrica muy sencilla, la cual les proponemos
construyan junto a sus companeras y companeros.

Proceso de construccion de la Curva de Hilbert

—® Tracen un cuadrado.

Dividan el cuadrado en cuatro cuadrados
—=@ deiguales medidas y unan los centros de
dichos cuadrados por segmentos.
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Cada uno de dichos cuadrados se divide de

nuevo en cuatro cuadrados y se conectan

sus centros comenzando siempre por @ —
el cuadrado inferior izquierdo y terminando

en el cuadrado inferior derecho.

l_
i

Se continla de esta forma indefinidamente
uniendo los centros de los cuadrados que @
resultan en cada etapa.

Un proyecto

Vamos a inventar y a construir nuestros propios fractales. Organicense en pequenos grupos
y provéanse de hojas de papel milimetrado o papel blanco. Piensen en un una figura geométrica
inicial, la cual constituird su etapa 0, y en cierta “transformacién” a aplicarle. Reiteren este proceso
por varias etapas, es decir, hasta cierto n, e infieran cudl serd la estructura de la figura cuando n
tiende al infinito. ;La figura obtenida es un fractal? ;Por qué lo es?

Ademas, planeen una exposicion en su comunidad de sus disefios fractales, asi como sobre
algunas de las aplicaciones de la Geometria Fractal en las distintas areas del conocimiento y su
relacion con la naturaleza.
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Grdfico 5

El grdfico 5 mostrado arriba representa un fractal pitagorico, el cual se construye a partir
de un tridngulo rectangulo (en este caso, tal tridngulo es, ademas, isdsceles). Sobre sus catetos
e hipotenusa trazamos los cuadrados correspondientes. Luego, construimos dos triangulos
rectangulos sobre uno de los catetos de los cuadrados de menor area y se reitera este proceso al
infinito. El grdfico muestra varias etapas de la construccion de este interesante fractal.
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Modelacion Matematica

En la naturaleza existen una gran cantidad de sucesos que tienden a repetirse, a
cada uno de estos fendbmenos se le denominan fendmenos ciclicos. Para los cientificos
y la poblacion en general es importante modelar dichos fenémenos para saber, con
cierto grado de aproximacion, cuando y como van a darse. El proceso de establecer
modelos matematicos que permiten predecir con un alto grado de exactitud
los acontecimientos se llama modelacion matematica.



El Estado venezolano a través de la empresa Petréleos de Venezuela invierte tiempo y
recursos para medir la altura de las mareas del Lago de Maracaibo. Conversen con sus companeras
y compaferos sobre, cudl es la utilidad de estas mediciones. La importancia de las mediciones
realizadas por técnicos y expertos venezolanos radica en que al norte del lago se encuentra un
puerto en el cual tienen que atracar los tanqueros petroleros. Estos grandes buques para llegar
al puerto deben pasar por un canal de navegacion y en marea alta el canal estad al maximo de su
capacidad, de allilaimportancia de medir las mareas en el lago, poder predecir el comportamiento
de las mismas, y dar entrada a los tanqueros. Esta informacién tan importante para nuestra
industria petrolera, se logra realizando el modelo matematico de este interesante fenémeno.

Para tener datos confiables respecto a la medicion de las mareas hemos recurrido a
los suministrados por la Corporacién de Desarrollo del Estado Zulia (Corpo Zulia), quien ha
medido sistematicamente el comportamiento de las mareas al norte del lago de Maracaibo.
Vamos a utilizar datos tomados los seis primeros dias de junio de 1996, desde las 0:00 horas
a las 23:00 horas, con el maredgrafo de Punta Palma al norte del lago de Maracaibo.

Investigacion Tabla 1
Indaguen, ;qué es un maredgrafo?
y ien cuales sitios de Venezuela se utiliza

y para cual propésito?

Pasemos ahora a revisar los datos
tomados en Punta Palma en la tabla 1.




Al realizar la graficacién de los valores correspondientes al primer dia (segunda columna de
la tabla) debemos obtener una curva como se muestra en el grdfico 1.

Grdfico 1. Dia 1

(Existird alguna funcion que se parezca a la grafica de las mareas del Lago de Maracaibo?
Esto lo podremos responder después de la siguiente actividad.

La Circunferencia Trigonométrica

Realizaremos una actividad que nos permitird construir una circunferencia trigonométrica,
los materiales que utilizaremos son carton de 20 ¢m x 20 c¢m, pabilo, transportador de 180°, juego
de escuadras, compas, hoja blanca, lapiz, papel milimetrado y marcador. Distribuyanse en grupos
de dos o tres personas.

Representen un sistema de coordenadas cartesiano
y tracen una circunferencia cuyo centro coincida con A
el origen del sistema. Cada grupo de trabajo debera
escoger radios distintos para las circunferencias
que trazaran.




A

Angulo girado

Utilizando el transportador, dividan la
circunferencia en 36 partes iguales y
peguen la hoja (con la circunferencia
dividida) en el cartén.

Abran un pequefio orifico en el centro de
o— la circunferencia e inserten un pabilo (al
que llamaremos “pivote”).

Estiramos el pabilo y en el punto en
el que hace contacto con la circunferencia
amarramos otro pabilo (lo llamaremos
“pabilo auxiliar”).

Utilizando el pivote realizaremos giros de
10° en sentido contrario a las manecillas
Cateto opuesto del reloj. Cada vez que se giren con cierto
al angulo girado angulo se formaran triangulos rectangulos.
®—1 Tomaremos en cuenta la medida del cateto

opuesto al angulo que resulta del giro.

=
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En sus cuadernos construyan una tabla como la siguiente, considerando que los valores
del cateto opuesto al angulo girado y que estén por debajo del eje x se considerardn negativos.

{Como graficamos en el sistema de coordenadas cartesiano los resultados obtenidos?

Debemos recordar que en el sistema de coordenadas cartesiano podemos representar
pares ordenados de numeros reales. De hecho, estableceremos una relacién entre las medidas
en grados sexagesimales y los numeros reales. Esta relacién queda establecida entre el radio de
la circunferencia y el arco cuya longitud es igual a la del radio, de esta manera surge el radian.

Un Radian es la medida del angulo
central de una circunferencia cuyo arco
tiene una longitud igual a su radio.

Arco cuya medida es igual al radio

2
3
Arco cuya longitud es
Radian igual al radio 1
57,2957°
Radio

Grdfico 2

En la figura de la derecha del grdfico 2 se puede apreciar que el arco de
una semicircunferencia tiene una longitud equivalente a 3,1415... radianes (rad), como la medida
en angulos de una semicircunferencia es igual a 180° se establece una relacion entre los angulos
centrales de una circunferencia y la longitud del arco correspondiente, esto es:

180°=3,1415... rad — 180°=rx rad




Por tanto:
360°=2xrrad

Se dice que el arco de una circunferencia trigonométrica tiene una medida igual a 27 rad
(se lee “dos pi radianes”), al hacer la conversién entre grados sexagesimales y radianes nos

queda que:

Un radian equivale aproximadamente a 57,2957° grados sexagesimales

Copien la siguiente tabla en sus cuadernos y completen la informacién que se les solicita.

Construiremos ahora un sistema de coordenadas cartesianas tal que la unidad de
medida serd el radio de su circunferencia trigonométrica. Supongamos que el radio de nuestro
circunferencia trigonométrica es igual a 1 ¢m, ésta serd nuestra unidad de medida. En el eje y se
colocaran las medidas de los catetos opuestos al angulo girado, en el eje x colocaremos la medida
de los dngulos expresadas en radianes (ver grdfico 3).

Grifico 3
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La grafica construida por cada uno de los grupos debe tener como punto maximo
3
M(r,%radj y como punto minimo m(—r,fmd} , donde r es igual a la medida del radio de

la circunferencia dibujada por cada grupo.
Cada una de las graficas realizadas por los diferentes grupos se denominan grdfica
de la funcion seno, ésta posee un comportamiento similar a la grafica de las mareas del Lago

de Maracaibo. La funcién seno forma parte de las seis funciones trigonométricas, las demas son:
la funcién coseno, tangente, secante, cosecante y cotangente.

Caracteristicas principales de la funcion Seno

La funcion seno es una funcion real de variable real de
laforma f(x)=a+b sen(cx+d) dondea,b,c,d,xeR,c#0.

La forma mas sencilla de la funcién seno es /(x)=sen x (es decir, también se le puede
escribir de esta manera).

El dominio de la funcién seno es el conjunto de los Numeros Reales. Dom f : R.
El codominio de la funcién seno es el conjunto de los Nimeros Reales. Codom f : R.
A todo numero real x se le hace corresponder el seno de x radianes.

Realizar la grafica de la funcién seno utilizando la calculadora es muy fécil, primero
construiremos otra tabla como la utilizada en la actividad anterior:




i{Cémo obtenemos los valores de la funcién seno utilizando la calculadora? Pues muy facil:
primero presionamos la tecla , luego escribimos la medida del angulo y por ultimo presionamos
la tecla [=]. De esta forma podemos obtener todos los valores que deseamos en la tabla. Luego
graficamos en papel milimetrado los puntos correspondientes a los valores de la tabla, ello nos
deberia arrojar una grafica como la mostrada en el grdfico 3.

También podemos apoyarnos en alguno de los paquetes de célculo libres disponibles

en Internet.

Maximos, minimos y ceros de la funcién Seno
Aspectos importantes a estudiar en las funciones son los valores maximos, minimos
y los ceros de dichas funciones (si alguno de ellos existe en ella).

Maximo de la funcion Seno

El valor mdximo que puede alcanzar la funcién f(x) = sen x es 1,al serunafuncion peridédica
significa que alcanza este valor infinitas veces siempre que:

(4k+1)7

x=-— " ,conkeZ.

2

Minimo de la funcién Seno

El valor minimo que puede alcanzar la funcién f(x) =sen x es —1,igualmente este valor se
puede obtener infinitas veces siempre que:

(4k +1)7

¥ = ,conk e,

2

Ceros de la funcién Seno
Lafuncion £ (x) = senx = 0,siempreque:x = k7, conk € Z.

Conversen con sus compaferas y compafieros qué significa
que x = k7 conk € Z,seaun cero de f(x)=sen x.

iCudl es su interpretacién grafica? Aporten algunos
ejemplos de los infinitos ceros que tiene f(x):senx
y ubiquenlos en el grdfico 4.
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Grifico 4

La Funcion Coseno

Una funcién similar a la funciéon seno es la funciéon coseno, ésta resulta basicamente de
una traslacién de la primera. La grafica de esta funcion la pueden obtener a partir la circunferencia
trigonométrica siguiendo los siguientes pasos:

Angulo
Utilizando el pivote realizaremos de giro
giros de 10° al contrario de las manecillas del
reloj. Cada vez que se gire un determinado A

angulo se formaran tridngulos rectangulos.
Tomaremos en cuenta la medida del cateto
adyacente al angulo que resulta del giro.

Cateto adyacente
al angulo

Construimos una tabla como la siguiente, considerando que los valores del cateto adyacente
al angulo de giro y que estén por debajo del eje x se consideraran negativos.




Igual que para graficar la funciéon seno se construye el sistema de coordenadas
cartesianas paralafuncion coseno, en el eje y se colocaran las medidas de los catetos adyacentes
al dngulo girado, en el eje x colocaremos la medida de los angulos expresados en radianes.
Las graficas construidas por cada uno de los grupos deben tener como punto maximo
M (r,0rad)y como punto minimo m(-r , 7 rad), donde r es igual al radio de la circunferencia
dibujada por cada grupo. En nuestro caso, la circunferencia tiene un radio igual a 1 y su curva
se aprecia en el grdfico 5.

Gridfico 5




Caracteristicas importantes de la funciéon Coseno

La funcion coseno es una funcidon real de variable real de
laforma f(x)=a+b cos (cx+d),donde a,b,c,d,x € R, c #0.

La forma mas sencilla de la funcién coseno es f'(x) = cosx.

El dominio de la funcién coseno es el conjunto de los Nimeros Reales Dom f : R.

El codominio de la funcién coseno es el conjunto de los Nimeros Reales Codom f : R.
A todo numero real x se le hace corresponder el coseno de x radianes.

El procedimiento para graficar la funcion coseno utilizando la calculadora es igual al utilizado
para graficar la funcién seno, solamente deben presionar la tecla en vez de |sen|.

Maximo de la funcion Coseno

El valor maximo que puede alcanzar la funcién f(x)=cosx es 1. Como es una funcién
periddica ello significa que alcanza este valor infinitas veces siempre que: x = (2k)7z, conk e Z.

Minimo de la funcion Coseno

El valor minimo que puede alcanzar la funcién f(x) =cosx es—1,igualmente este valor se
puede obtener infinitas veces siempre que: x = (2k + 1)7[, conkeZ".

Ceros de la funcion Coseno

(2k+1)7z

La funcion f(x)=cosx =0, siempre que: x = conkeZ”.

({Como podemos modelar el comportamiento de las mareas del Lago de Maracaibo a partir
de la funcion seno o coseno?

Antes de responder a esa pregunta es importante que analicemos los cambios que generan
algunos parametros a las graficas de las funciones seno y/o coseno. Consideremos la siguiente
funcion: f(x) =a+ bsen(cx + d) ,talquea,b,c,d,xeR,c#0.




Traslacion vertical de la funcion Seno

Veamos (en el grdfico 6) como el parametro a modifica la forma de la grafica de
la funcién seno.

Grdfico 6

La grafica color azul representa la funciéon f(x) = sen x . La gréfica de color rojo representa
la funcién f(x)=3+senx, la cual trasladé la funcién f(x)=senx tres unidades hacia arriba.
La grafica de color morado representa la funcion f(x)=-3+senx, la cual trasladé a la funcion
f(x) =sen x tres unidades hacia abajo. Por tanto podemos concluir que:

Si a la funcion f(x)=senx se le suma un valor a, la grafica de
la funcién se traslada verticalmente.

:%Si a>0 la grdfica se traslada @ unidades verticalmente
hacia arriba.

. Si a<0 la grafica de la funcion se traslada a unidades
verticalmente hacia abajo.
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Si queremos saber cuanto se ha trasladado la grafica de las mareas del lago de Maracaibo

con respecto a la funcién seno, se deben tomar en cuenta el valor maximo (M =1,19) y el valor
minimo (m = 0,59) , los cuales se registraron en las horas 18 y 11 respectivamente. Asi debemos

. m ’ z " _n
calcular el valor medio a = que vendria a ser el parametro “a” buscado.

1,L19+0,59 1,78
a = =

=0,89
2 2

Asi el pardmetro a = 0,89 sera el valor promedio (ver grdfico 7).

Grdfico 7

Ahora sabemos que la funcién de la grafica de las mareas del Lago de Maracaibo va
tomando la forma:
f(x) =0,89 + bsen(cx + d)

.
.
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Dilatacion o contraccion de la grafica de la funcion Seno

Sea la funcién f(x)=a+bsen(cx+d), la amplitud de la gréfica
de dicha funcién se define como el mayor valor de la ordenada.

. Si b >0, obtenemos la mayor ordenada cuando sen(cx+ d) =1.

;% Sib <0, 0btenemos la mayor ordenada cuando sen(cx+d)=-1.

Si b >1 la grafica de la funcion se dilata.

Grifico 8

Para corroborar los resultados del grdfico 8 copien en sus cuadernos la siguiente tabla y
complétenla haciendo uso de la calculadora cientifica, en ellas se muestran los coeficientes que
dilatan la gréfica de la funcién seno.
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Si 0<b <1 lagrdfica de la funcion se contrae aproximdndose a cero.

Grdfico 9

Para comprobar los resultados del grdfico 9 copien en sus cuadernos la siguiente tabla y
complétenla, haciendo uso de la calculadora cientifica, en ella se muestran los coeficientes de
contraccién de la gréfica de la funcién seno.




Si queremos saber cual es el valor de nuestro parametro “b” en la funcién

" _n

f(x) = 0,89+bsen(cx+d), tomamos la distancia que hay entre el valor promedio “a
encontrado anteriormente y el maximo o el minimo, es decirb=M —a o b =a—m, en nuestro
caso tomaremos b =1,19-0,89=0,3

Portanto b =0,3ycomo 0<0,3 <1 lagraficade nuestra funcion sufrié una contraccién (ver
grdfico 10).

Grdfico 10

Nuestra funcion de las mareas del Lago de Maracaibo va tomando la forma:

f(x) = 0,89+0,3sen(cx+ d)

Periodo de las funciones Seno y Coseno

Los valores de las funciones trigonométricas tienden a repetirse, la manera en la cual
se da esa repeticién del ciclo se denomina periodo de la funcion. Por ejemplo, en la funcion
f(x) =a+ bsen(cx + d), el pardametro “c” determina el periodo de dicha funcién, veamos:
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Consideremos las siguientes graficas de funciones sinusoidales:

f(x) = sen x

Grdfico 11. Periodo de la funcion P =27, 0 P =360°

Grafica de la funcion f(x) =sen2x comparada con la grafica de la funcion f(x)= sen x.

Grifico 12. Periodo de la funcion P = 7z, 0 P =180°




1
Grafica de la funcion f(x) =sen—x comparada con la gréfica de la funcién f(x) = sen x.

Grdfico 13. Periodo de la funcién P = 67, 0 P =1.080°

En las graficas anteriores (11, 12y 13) se puede observar la relacién existente entre el periodo
de la funcion f(x) =0,89+0,3sen(cx +d)y el pardmetro “c” que multiplica al angulo.

Noten que cuando ¢ >1 el periodo de la funcién se hace mas corto. Esto quiere decir que
el ciclo se da en intervalos menores. Si el valor del parametro es 0 < ¢ <1 el ciclo se hace mas largo.

Por ejemplo:

% Cuando el pardmetro ¢ =1 el periodo de la funcién es 360° 0 .
. Cuando el pardametro ¢ =2 el periodo de la funcion es 180° o

1
;% Cuando el parametro ¢ = 3 el periodo de la funcién es 1.080° 0 67 .

La influencia del parametro c sobre la grafica de las funciones trigonométricas se enuncia en
el siguiente teorema.
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Teorema

Sea la funcion f(x) = sen cx, tal que ¢ # 0, entonces el periodo de
la funcion es 27 /|c|

Sea la funcién f(x)=coscx, tal que ¢ =0, entonces el periodo
de la funcion es 27 /|c|

Si queremos hacer uso del teorema anterior cuando tenemos el periodo y queremos hallar

" _n " _n

) ] . e 2 2
el valor del parametro“c”sélo despejamos a“c”de la ecuacién siguiente:np =— = ¢=—,donde

c np
np representa el nuevo periodo.

u_n

(Como hallamos el valor del pardmetro “c” en la funcién de las mareas del Lago
de Maracaibo f'(x) = 0,89 + 0,3 sen (cx + d)?

Grdfico 14




Esto resulta bastante sencillo, lo primero que se debe hacer es medir la distancia que hay
en el grafico 14 desde la primera vez que aparece el valor promedio (parametro “a”) y la tercera vez
que aparece. En nuestra gréfica se puede observar que el periodo “aproximado”es igual a 13 horas
y utilizamos la férmula del nuevo periodo despejando a“c”.

2
c=——
13

Por tanto, la funcién de las mareas del Lago de Maracaibo toma la forma:

f(x) =0,89 + 0,3sen(?—;rx + dj
Traslaciones horizontales de la funcion Seno y Coseno

Es posible trasladar la grafica de una funcién hacia la derecha o hacia laizquierda. Por ejemplo

en las funciones de la forma: f(x)=a+bsen(cx+d) o f(x)=a+bcos(cx+d) el parametro
“d" es quien determina la traslacién de dicha funcién, trabajaremos con la funcién mas sencilla
del coseno, f(x)=cosx:

Gréfica de la funcion f(x)=cos(x —2) comparada con la grafica de la funcién 1 (x) = cos x.

Grdfico 15
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Gréfica de la funcion f(x)=cos(x —4) comparada con la gréfica de la funcion f(x) = cos x.

Grdfico 16

Grafica de la funcion f(x) =cos(x +2) comparada con la gréfica de la funcion f(x) = cos x.

Gridfico 17




Grafica de la funcion f(x) =cos(x —4) comparada con la gréfica de la funcién f(x) = cos X.

Grdfico 18

Como pudieron notar, al restar 2 unidades a la variable x de la funcién f(x) = cos x ésta se
traslado6 dos unidades hacia la derecha, luego al restarle 4 unidades a dicha variable de la funcion,
la grafica de ésta se trasladd cuatro unidades a la derecha. Si por el contrario a la gréfica de

la funcion f(x)=cos x le sumamos dos o cuatro unidades a la variable de dicha funcién, su grafica
se traslada dos o cuatro unidades a la izquierda respectivamente (ver graficos 15, 16, 17y 18).




Al restar o sumar un ndmero “d" tal que deR" a la variable de

la funcion f(x)=cosx o f(x)=senx la grafica de la funcién se
traslada “d” unidades a la derecha o a la izquierda respectivamente.

{Como hallamos el valor del parametro“d”en la funcién de las mareas del Lago de Maracaibo

f(x) =0,89 + 0,3sen(?—;[x+d)?

Para calcular el valor “d” utilizaremos un método de estimacién geométrico, trazamos
una recta paralela al eje x que pasa por el punto medio antes calculado, en este caso por a = 0,89.
Esa recta corta a la curva en varios puntos, sitomamos el primer corte y trazamos una recta paralela
al eje y, esta paralela cortara al eje x, la distancia que hay entre las dos ultimas paralelas es el valor
del pardmetro “d"

Ahora nuestra funcién de las mareas del Lago de Maracaibo queda completamente
terminada: f(x) =0,89 + O,3sen[%x + 2,2) (ver grdfico 19).

Grdfico 19




A ctividades

" Construyan junto a sus compafieras y compafieros las graficas de las mareas del Lago de
Maracaibo correspondientes a los cinco dias restantes.
" Ademas, presenten una funcién que permita modelar cada una de ellas.

Otras funciones trigonométricas

Hasta ahora hemos realizado un estudio exhaustivo de las funciones senoy coseno, asi como
de los diferentes pardmetros que afectan sus graficas. Existen otras funciones como las funciones
tangentes, secantes, cosecantes y cotangentes. Ahora analizaremos las caracteristicas principales
de dichas funciones.

Funcion Tangente y funcion Secante

Consideremos una circunferencia de radio igual a la unidad, una recta / tangente a
la circunferencia y paralela al eje y, y una recta secante a la circunferencia y pasan por el centro de
la misma.

Recta 1 Recta 1
Recta 2

La interseccién de ambas rectas originan dos segmentos particulares, el segmento
comprendido entre el ¢je x y la interseccién de las rectas mencionadas se denominan segmentos
tangentes. El segmento comprendido entre el centro de la circunferenciay la interseccion de ambas
rectas se denomina segmento secante.

B
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Si consideramos las rectas secantes a la
. . 7[

circunferencia entre Oz rad  y Erad

la medida del segmento tangente crece

sin limite.

Notemosque,algraficarlasrectassecantes

a la circunferencia comprendidas entre
RY/1

el —7rad v Oz rad la medida del

segmento tangente se aproxima a cero.

§I



En la circunferencia trigonométrica dibujada por ustedes pueden realizar actividades
similares a las efectuadas con las funciones seno y coseno.

El grafico 20 corresponde a la funcidon tangente como vemos a continuacion:

Grdfico 20

La funcion Tangente es una funcién Real de variable Real tal que:

La forma mas sencilla de la funcion tangente es f(x) =tanx.

2k +1
El dominio de la funcion tangente es: Dom f : R — % ,k eZ.

El codominio de la funcién tangente es el conjunto de los NUmeros
Reales Codom f : R,
A todo numero real x perteneciente al dominio de la funcion se le hace

corresponder la Tangente de x radianes.

El procedimiento para graficar utilizando la calculadora es igual al utilizado para graficar
la funcidn seno, solamente deben presionar la tecla en vez de .

Maximo de la funcion Tangente
La funcién f(x) =tanx no posee maximo.
Minimo de la funcion Tangente

La funcién f(x)=tanx no posee minimo.
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Ceros de la funcion Tangente
La funcién f(x) =tanx =0, siempre que: X = k7, conk € Z.
Periodo de la funciéon Tangente
La funcién f (x) =tanx tiene periodo p = 7 o 180°.
Estudien la forma en la cual los parametros a, b, ¢ y d alteran la funcion:
f(x) =a+b tan(cx+d)

La funcion Secante

La funcién Secante (grdfico 21) es una funcién Real de variable Real tal que:

La forma mas sencilla de la funcién Secante es /(x)=secx.
El dominio de la funcion Secante es el conjunto de los Niumeros

Reales Dom f - R—{@},k € /.

El codominio de la funcién Secante es:

Codom f:R—-[-1, 1]

A todo numero real x perteneciente al dominio de la funcién se le
hace corresponder la Secante de x radianes.

EI



Grdfico 21

Para calcular el valor de la secante de un angulo calcula el coseno de dicho angulo, luego se
presiona la tecla y el signo de igualdad.

Maximo de la funcion Secante

La funcion f'(x) =secx no posee maximo absoluto.
Minimo de la funcién Secante

La funcion £ (x) =secx no posee minimo absoluto.
Ceros de la funcion Secante

La funcién f(x) =secx, no posee cero.
Periodo de la funcién Secante

La funcion f'(x) =secx tiene periodo p =27 o 360°.

Verifiquen la manera en la cual los pardmetros a, b, ¢ y d alteran la funcién
f(x)=a+bsec(cx+d).
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La funcion Cotangente

La funcién Cotangente (grdfico 22) es una funcién Real de variable Real tal que:

La forma mas sencilla de la funcién cotangente es /' (x) =cor x.

El dominio de la funcidon Cotangente es el conjunto de los NUmeros Reales

Domf:]R—{kﬁ}:keZ.
El codominio de la funcion Cotangente es: Codom f : R.

A todo numero real x perteneciente al dominio de la funcién se le hace
corresponder la Cotangente de x radianes.

Gridfico 22

Para calcular el valor de la cotangente de un angulo calcula la tangente de dicho angulo,
luego se presiona la tecla y el signo de igualdad.

B
206



Maximo de la funciéon Cotangente

La funcién f(x)=cotx no posee maximo absoluto.
Minimo de la funcién Cotangente

La funcién f(x)=cotx no posee minimo absoluto.
Ceros de la funcion Cotangente

M,conk e 7.

La funcion f(x)=cotx,donde x =
Periodo de la funcion Cotangente

La funcién f(x)=cot x tiene periodo p =7 o 180°.

Verifiquen la manera en la cual los parametros a, b, ¢ y d alteran a la funcién
f(x):a+b cot(cx+d).

La funcion Cosecante

La funcion Cosecante (grdfico 23) es una funcidn Real de variable Real tal que:

La forma mas sencilla de la funcién Cosecante es: /(x) =cscx.

El dominio de la funcién Cosecante es el conjunto de los Numeros Reales
Domf:R—{kﬂ},k SV

El codominio de la funcion Cosecante es: Codom f : R — [—1 , 1].

A todo numero real x perteneciente al dominio de la funcién se le hace
corresponder la Cosecante de x radianes
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Grdfico 23

Para calcular el valor de la cosecante de un angulo calcula el seno de dicho angulo, luego se
presiona la tecla y el signo de igualdad.

Maximo de la funciéon Cosecante

La funcién f(x)=cscx no posee maximo absoluto.
Minimo de la funcion Cosecante

La funcién f(x) =cscx no posee minimo absoluto.
Ceros de la funcion Cosecante

La funcion f(x) =cscx, no posee cero.
Periodo de la funcion Cosecante

La funcion f'(x)=cscx tiene periodo p =27 0 360°.

;Como afectana, b,cyd alafuncion f(x)=a+b csc(ex+d)?




A ctividades

"D Hallando la ecuacién de los techos

Reunidos en grupos de 2 o tres estudiantes consigan cuatro pedazos de ldminas de techos
gue tengan forma sinusoide. En una hoja de papel bond marquen el borde de una de las ldminas
donde se muestra la onda sinusoide, hallen la ecuacién de la ldmina aplicando los métodos
aprendidos al calcular la ecuacion de las mareas del Lago de Maracaibo. En otras hojas de papel
bond realicen lo mismo con el resto de las [dminas. Socialicen sus resultados con sus companeras
y companeros.




La medicion de la tierra

La medicion de la tierra ha constituido uno de los temas de gran trascendencia
en la historia de la humanidad. Desde las primeras civilizaciones los procesos de
medicion de terrenos han sido fundamentales para el desarrollo de la vida en sociedad,
por ello, destacar las formas y métodos empleados en el transcurrir del tiempo merece
especial atencion en la formacién de las y los ciudadanos. De hecho, el dominio de
las herramientas matematicas relacionadas con el calculo de areas puede servir como
un elemento de liberacién, haciéndonos cada vez mas conscientes de laimportancia de
ello en el reclamo de los derechos y en el cumplimiento de los deberes ciudadanos. En
la medicién de grandes extensiones de terreno juega un papel medular la Topografia
y, dentro de ésta, la Planimetria.



La Planimetria tiene que ver con la representaciéon
detallada del terreno sobre una superficie plana,
ésta no toma en cuenta sus elevaciones, y permite
visualizar el terreno desde “arriba”. Ademas, se utilizan
diversos instrumentos para las mediciones al igual que
diversos conceptos y procedimientos matematicos.

Pero es poco comun que la demarcacion de parcelas
u otras extensiones de terreno se correspondan con figuras
regulares, por ello, en esta leccidn, estudiaremos algunos
conocimientos para la medicion de los terrenos. Sabemos
que en la topografia se utilizan instrumentos como
el teodolito, el tripode, los jalones (ver el libro de tercer
ano de Matematica), las miras, los niveles, entre otros. A
los efectos del trabajo que haremos, mediremos el dngulo
comprendido entre dos lineas poligonales utilizando
instrumentos sencillos y al alcance de los estudiantes.

Midiendo in situ (en el lugar)

Ahora debemos dividirnos en equipo de tres o cu

atro personas para medir el drea de

unaregion cercana a nuestra institucion, ésta puede ser: un parque, un jardin, el patio o una parcela

recuperada por la comunidad.

Los materiales que necesitamos para realizar nuestra tarea son los siguientes: 8 estacas de

madera de 15 a 20 ¢m de largo, 15 clavos de 2" (dos pulgada
cinta métrica o metro, papel y lapiz.

A ctividad

s), 1 rollo de pabilo, 1 transportador, 1

Utilizando las estacas formen una
poligonal, por lo menos de seis
lados. Etiqueten cada estaca con
una letra mayuscula, ello facilitara su
identificacién. En la figura adjunta
representamos un hexagonoirregular
ABCDEF.

Ahora, coloquen sobre cada estaca
un clavo de 2 pulgadas.
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Amarren el pabilo en los clavos para demarcar
la poligonal.

Dividan el poligono enregiones triangularesa
partirdeltrazodelasdiagonalesquevandesde
el vértice A hasta los demds vértices no
consecutivos con 4. En nuestro caso,
el hexdgono irregular quedara dividido en 4
regiones triangulares.

Hemos triangulado la regién inicial.

Realicen las mediciones de los lados y
los angulos internos del poligono que no
estan en el vértice 4. Hagan un croquis de
la regién poligonal con los datos obtenidos
a través del proceso de medicion.

Uso del transportador

Grdfico 1. Region inicial triangulada




Teoremas del Seno y Coseno al Medir Distancias

Ahora utilizaremos algunas herramientas matematicas que resultan muy utiles. Hallaremos
las medidas de las diagonales.

AC, AD y AE

Aplicando dos teoremas importantes en trigonometria, estos son: Teorema del Seno
y Teorema del Coseno.

La ventaja que ofrecen ambos teoremas a diferencia del Teorema de Pitagorasy las razones
trigonomeétricas es que los triangulos no tienen que ser rectangulos.

Nuestra region se ha dividido en cuatro triangulos (grdfico 1), a saber:
aABC, aACD, aADE 'y sAEF
En el primer y ultimo triangulo, mostrados en el grafico 2, conocemos la medida de dos

lados y la medida del angulo comprendido entre ellos. Estos datos son suficientes para conocer
las medidas de los lados desconocidos aplicando el Teorema del Coseno.

F
4,89
5\
iy T w2 F
A
4,77
o =97,55°
B A=19,86°
12,46 ¢
Grifico 2
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Teorema del Coseno

Consideremos un triangulo cualquiera aABC, tal que las medidas de
sus lados son g, b y ¢, entonces el cuadrado de la medida de cualquiera
de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de
los otros dos lados, menos el doble producto de la medida de dichos
lados por el coseno de la medida del angulo comprendido entre ellos.

Es decir,

a*=b*+c*-2bccosa

b’ =a’ +c” —2accos B

ct=a*+b*-2abcosw

Tomen como referencia el triangulo que mostramos en el grdfico 3:

A

a C
Grdfico 3

Ahora apliquemos este teorema para hallar las medidas de los lados desconocidos de
los triangulos aABC, aACD, sADE y aAEF mostrados en el grdfico 1.

Primero trabajaremos con el tridngulo aABC.

A

4,77

12,46
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Sabiendo que: AB=4,77km, m£a=97,55°
y BC =12,46 km, hallaremos AC.

Segun el Teorema del Coseno:
AC? = AB* + BC* —2AB-BC -cosa

Al sustituir los datos en la expresién anterior
tenemos que:

AC? =(4,77) +(12,46)" —2(4,77)-(12,46)cos (97,55°)
=22,8+155,3—(-15,62)
=178,1+15,62
=193,3

Por tanto,
AC =4193,3 ~13,9

Observen que tomamos soélo la raiz positiva de
193,3 pues no tiene sentido una longitud negativa.

Para el tridngulo aAEF del mismo grdfico 1
aplicamos la expresion:

AE?* = AF? + EF* =2 AF - FE cos ¢ (basada también
en el teorema del coseno)

Luego de hacer los calculos obtendremos que:

AE = \/(3,21)2 +(4,89)" —2(3,21)-(4,89)cos (125,51°)
~/10,3041+23,9121-31,3938-(-0,5808)
~7,24

Socialicen con sus companeras y compaferos
los procedimientos y el resultado obtenido. Verifiquen
junto a ellas y ellos la veracidad del resultado.

215



Nos restan de nuestro grafico original dos de tridngulos: AACD y aADE , mostrados en
el grafico 4. En esta oportunidad utilizaremos el Teorema del Seno para hallar los valores de
los lados desconocidos.

7,24
4,7

Grdfico 4 13.92 4,6

Revisemos en primer lugar, este importante teorema:

Teorema del Seno

Si consideramos un triangulo cualquiera aABC, tal que las medidas
de suslados son a, by ¢, cuyos angulos opuestos tienen por medidas
a, B, y o respectivamente, entonces la razén de las medidas de
dos lados cualesquiera de ese triangulo es proporcional a la razén
de los senos de sus angulos opuestos respectivos. Es decir:

sena a senw ¢
=—, = —
senff b senff b

Con lo cual:
Sena_senﬂ_sena)_) a b ¢
a b c sena sen [ senw
sena a . asen 3

Observen que =— es equivalente a b sen o = a sen ff con lo cual sena =

sen 3
sena  sen®

Finalmente, .De un modo similar se obtiene que calculando sus inversos tenemos

a C

a b c
que

sena  senff sen®
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Pueden apoyar su interpretacion del teorema con el grdfico 5.

A

a C

Grdfico 5

Ahora podemos trabajar con el tridngulo aACD.

4,6
13,92

Conociendo que AC=13,92, CD=4,6, mx1=119,01° y mxn = 44.,19° hallaremos AD.
Al aplicar el Teorema del Seno obtenemos que:

AD _ AC — AD— AC -sen n
sen n  sen 1 sen 1

Ahora sustituimos los valores conocidos en la formula anterior:

_13,92-sen(44,19°)

= AD=11,09 km
sen(119,01°)
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Sabemos que 4D es un segmento compartido por ambos tridngulos. En consecuencia, ya
estamos en condiciones de mostrar todos los datos encontrados, veamos el grdfico 6.

F
4,89

3,21
4,7

4,77
4,6

B 12,46 C

Gridfico 6

Calculando el Area de Terrenos

Uno de los trabajos mas importantes que realizan los topografos a través de la planimetria
consiste en calcular el drea de una regién poligonal determinada, la forma convencional en
la que halldbamos estas areas, a partir de la base y la altura de un tridangulo, resulta poco eficiente
en planimetria.

Como la mayoria de los triangulos formados al triangular una regién no son rectangulos,
utilizaremos dos teoremas que resultan mas eficientes en el trabajo practico. En el primero
hallaremos el area de un triangulo conociendo las medidas de dos lados y el angulo comprendido
entre ellos.

Sin embargo, este no es el Unico método; a lo largo de la historia se han desarrollado diversos
métodos para el calculo de areas de terrenos utilizando diversas figuras geométricas. El diagrama
que sigue da fe de algunos de ellos.

Investigacion

= Indaguen sobre cada uno de estos métodos y conversen sobre ello en el contexto del aula.

« ¢En qué actividades o disciplinas se usan comunmente?
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Ahora consideremos el triangulo mostrado en el grdfico 7:

A

a

Grdfico 7

Elareadeuntridngulo esigual al semiproducto deloslados
y el seno del angulo comprendido entre ellos. Simbdlicamente:

ab senw
2

Aa=

Y gcsen p
2

ch sena
Ar=—""-"—""

A partir de este teorema hallaremos las areas
correspondientes alos triangulos aABC, AACD, aADE
y aAEF.

En efecto,

(4,77)-(12,46)- sen(97,55°)

AnABC = ; =29,5
ACD (4,6)-(13,92;- sen(#4,19°) )
app 0 1,09)-(4,7)2 sen(27.25%)
o (P24 (489)sen(2L15%) o

2
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El area de la region poligonal mostrada en el grdfico 1 (el area total) resulta de la sumatoria
de las cuatro areas halladas:

At =29,46 km* + 22,32 km? + 11,93 km?* + 6,38 km? = 70,09 km?
Podemos decir que el poligono tiene una region que abarca 70,09 kilometros cuadrados.

El siguiente Teorema sirve para hallar el area de un tridngulo conociendo las medidas de
sus lados.

Sean a, b y ¢ las medidas de los lados de un tridangulo cualquiera, con
semiperimetro igual a:

a+b+c
§=—
2

Entonces, el area de dicho tridngulo es igual a la raiz cuadrada del producto de
su semiperimetro por la diferencia del semiperimetro por cada uno de los lados:

Aa= \/S(S—a)(s—b)(s—c)
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A ctividades

!'D Junto a sus companeras y companeros hallen el area de los triangulos que faltan aplicando
el teorema anterior y respondan las siguientes preguntas:

" ;Cual de los dos métodos les parecié mas “amigable”?
;% ;En cuales casos pueden ser aplicados los teoremas para el calculo de area?
;% ¢Cudles son las ventajas de uno y otro teorema?

& Dibujen en sus cuadernos las siguientes regiones poligonales y determinen sus areas
y perimetros.

5.63 F
4
451
E
7,63
B
C 5,7 D
F
E
472
9,44
A
5.13
B
8.66
6.91
D
5.7
c
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Las Identidades Trigonométricas y el calculo de areas

Anteriormente trabajamos dos teoremas distintos para calcular el drea de un triangulo,
estos teoremas son importantes ya que permiten hallar el drea de un triangulo cualquiera (no
tienen por qué ser rectangulos). Pero estos teoremas “no salen de un sombrero magico’, sino
que derivan de la aplicacién sistematica de diversas herramientas matematicas, tal es el caso de
las identidades trigonométricas.

Una Identidad Trigonométrica se puede definir como una igualdad
verdadera para todos los valores admisibles por la variable involucrada
(valores de los angulos) y cuyos términos son expresiones trigonométricas.

Existen siete identidades fundamentales, ellas son:

;% Les proponemos que demuestren las dos ultimas identidades. Luego, conversen sus
resultados con su profesora o profesor.

;Recuerdan las razones trigonométricas fundamentales? Estas son:
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Demostracion del Teorema 1: Consideremos un tridngulo aA4ABC y tracemos una altura
cualquiera del mismo.

4

C

b
Sabemos que el area del tridngulo es AaABC =——. Por otra parte, con base en

h
i

las razones trigonométricas, podemos escribir que: sena =
¢
en ambas razones trigonométricas nos queda que: h=c-sena y h=a-sen 3. Ahora, al sustituir

la altura por cualquiera de las dos expresiones:

A b-c-;ena y Aa= b-a-;enﬁ

Quedando demostrado el teorema.

Demostracion del Teorema 2: Daremos paso a la demostracion del segundo teorema para
el calculo de area de un triangulo a partir de las medidas de los lados. Esta demostracién se hace
a partir del teorema anterior.

Dos de los elementos a tomar en cuenta para ello son:

. El Teorema del Coseno: ¢ = a® +b* —2abcosa .
La identidad fundamental sen* o +cos* a =1.

En la identidad fundamental despejamos el seno del angulo teniendo que:

2
sena =+/1—cos” a

Ahora, en la férmula del area, hacemos el cambio de sena por \/1—cos® « , ya que dicha
expresion es una identidad. La nueva expresién es ahora:

. a-b-+1-cos* a
2
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A partir del Teorema del Coseno despejamos el cosa y nos queda la expresion:

2bc

cos @ =

La cual servird para ser sustituida en la formula del area:

b +a’=c') b yat—ct) 42h: — (B2 + -2\
“ \/l_[zb) ab 1_(22) ab ( — )
AA: ¢ — 4ab _ 4ab

2 2 5

23 Jl2at) {0+ =) [(2a8) (o +a* )

’ 4
e \/[2ab+b2 +a’ —02}[(2ab)—b2 _ +cz]
4
Aa= \/[(b+a)2 _Cz}[cz—(b—a)z} _ \/((b+a)—c)((b+a)+c)(c+(b_a))(c_(b_a))
! 4




Introducimos el 4 en la raiz y lo distribuimos como denominador de cada una de los grupos
de paréntesis:

\/((b+a)—c)((b+a)+c)(c+(b—a))(c—(b—a))

Aa=
16

o J((b+a>—c)<<b+a>+c> (c+(b-a))(c—(b-a))

2 2 2 2

Reordenamos los paréntesis donde se efectuan las restas:

Aa= \/((b”)“) ((b+a)—c)((c+b)—a)((c+a)-b)

2 2 2 2

Luego reescribimos algunas de las expresiones:

e \/((b+a)+c) (b+a+c)—c—c)((c+b+a)-a-a)((c+a+b)-b-b)

2 2 2 2

Separamos las diferencias:

AA:\/(b+;+c)((b+;z+c)_c]((b+z+c)_a]((b++a+c)_bj

(b+a+c)

Sabemos que la expresion =s corresponde al semiperimetro del tridngulo, luego

la sustituimos en la expresiéon y ordenamos:

Aa= \/s(s—c)(s—a)(s—b) =\/S(S—a)(s—b)(s—c)

Y esto completa la demostracion.

De esta manera podemos utilizar con toda tranquilidad el teorema que establece que:

Aa= \/S(s—a)(s—b)(s—c)

El cual permite hallar el area de un triangulo conociendo las medidas de sus lados.

En matematica diversos problemasy ejercicios implican la utilizacion de ciertas herramientas
matematicas, ellas, en un principio, pueden verse complicadas pero en realidad facilitan el trabajo
de una manera extraordinaria.
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Identidades Trigonométricas

La adicion de los senos y cosenos de angulos no se realizan de forma lineal sino que
involucran diversos procedimientos que ameritan sumo cuidado y que luego nos llevaran a resolver
identidades trigonométricas de relevancia para la resolucion de problemas, éstas son:

Suma y diferencia de los senos de dos angulos

sen(a+ﬂ):sena-cosﬂ+cosa-senﬂ

sen(a—ﬂ):sena-cosﬁ—cosa-senﬁ

Suma y diferencia de los cosenos de un angulo

sen(a+ﬂ):cosﬂ-cosa—sena-senﬂ

sen(a—ﬂ):cosﬂ-cosa+sena-senﬂ

Propiedad. Ahora demostraremos la siguiente identidad:

1+ tana - cot
cot f—tana

tan(a+ ) =

Vamos a desarrollar el lado izquierdo de la identidad hasta convertirlo en una expresion
idéntica al lado derecho de la misma.

Recordemos que tangente del angulo esigual al seno del angulo sobre el coseno del angulo
y aplicando la suma del seno y el coseno del angulo nos queda:

sen(a+,8) _sena-cos f+cosa-sen

cos(a+,[5’) cos f-cosa—sena -sen

tan(a+ ) =

Dividimos y multiplicamos toda la expresién por cosa -sen 3 :

sena-cosﬂ+W

cosa-sen 3 W tano - cot f+1
tan(a+ fB) = cos B cos@  sena- sen " ot f-tana

M-senﬂ cosa-W
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Ordenamos la ultima expresion y queda demostrada nuestra identidad:

1+ tana - cot

tan(a + ) =

cot f—tana

Propiedad. Demostraremos seguidamente la identidad del seno del angulo doble
sen2q =2sena -cosa :

En efecto:

sen2o =seno-cosa+cosa-sena

=2 sena-cosa

1—cos2a
—2 .

Para ello, desarrollemos el lado derecho de la igualdad:

Propiedad. Demostraremos que sen” o=

1— cos2a 1—(cos2 a—sen’ a)
2 2

2 2
1—(005 o —sen 05) B 1—cos” a+sen’ o
2 1

(1—0032 0{)+sen2 a sen® o+ sen* a
1 2

2sen” a )
—=S5én . .
a . Esto completa la prueba

A ctividades

_"D Demuestren las siguientes identidades trigonométricas:

cotp—tana
r cor(as ) LB —tanet

1+ tana-cot
% cos2a=cos’ a—sen’ a

) 1+cos2a
Jta cos azT
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|&} Se requiere construir un puente desde el punto
P hasta el punto R. Necesitamos saber la medida de
dicho puente con base en nuestros conocimientos
de trigonometria. Para ello podemos ubican un punto
Q, por ejemplo a 85 m de P. Si la m£La=97,41° vy
la mxp=26,81°, hallen la longitud del puente
y la distancia que hay del punto Q al punto R.

') Conversen con sus companeras y compaferos de qué otras formas se puede calcular
la longitud del puente.

_'4) Investiguen por qué es necesario el proceso de medicién de tierras. ;Cudles son los
instrumentos que se utilizan para ello? ;Qué organismos se encargan de esta tarea? Ademas,
reflexionen sobre el tema de la distribucién de tierras en nuestro pais y propongan soluciones a los
problemas que observen.




Un problema mundial y nacional

Las grandes potencias han ocasionado grandes danos al ambiente a causa
del uso indiscriminado de sus recursos naturales. El hecho de priorizar el beneficio
econonico y no la conservaciéon del ambiente, ha producido desequilibrios en todo
el planeta, tal es el caso de “el Niho"

En el afo 2009 este fendbmeno causé en nuestro pais un periodo de sequia
que ocasiond bajos niveles de agua de las represas que surten de electricidad a toda
la Republica, especificamente en el Guri, en el estado Bolivar, que alimenta la planta
hidroeléctrica Simon Bolivar. Esta sequia desencadené un plan de racionamiento de
electricidad en todo el territorio nacional como parte de una politica de ahorro ante
la inminente crisis que se avizoraba. En este sentido, la Asamblea Nacional promulgé
la Ley del Uso Racional y Eficiente de la Energia, que a través de su articulo 9 fomenta
los proyectos productivos que involucren el uso de tecnologias que aprovechen
las energias renovables.



Se entiende por energias renovables, segun el articulo 6 de la Ley antes nombrada, a
aquellas que se obtienen del aprovechamiento de fuentes de energia primaria naturales capaces
de regenerarse, tal es el caso de la energia solar, edlica, hidraulica, geotérmica, mareomotriz o
la basada en gases provenientes de desechos. La bioenergia, por ejemplo, debe ser objeto de
profundos analisis. Esta representa una de las formas de la denominada “green economy’,
precisamente uno de los nuevos mecanismos de las grandes potencias para explotar los recursos
de los demas paises, después de haber agotado o mermado los suyos; ademas, la bioenergia
emplea grandes extensiones de suelo que se destinaban al cultivo y a la agricultura.

En esta leccion estudiaremos el concepto de vector en el Espacio tridimensional,
partiendo de la idea de la incidencia de la luz solar en nuestro planeta.

Energia solar Fotovoltaica

La energia solar es la energia producida por el Sol, a partir de la cual podemos obtener
energia eléctrica por medio de médulos fotovoltaicos o paneles solares. Estos mddulos son
dispositivos formados por metales sensibles a la luz, que desprenden electrones cuando
los fotones solares inciden sobre ellos. Estos dispositivos convierten energia luminosa en
energia eléctrica.

En la Republica Bolivariana de Venezuela, desde finales del 2008, se creé un programa
llamado Sembrando Luz, el cual persigue dotar de electricidad a las comunidades (caserios
y demads asentamientos humanos) ubicadas en zonas aisladas, de dificil acceso o fronterizas de
servicios basicos como la electricidad.
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La idea de Vector en el Espacio

Para representar vectores en el Espacio definiremos un Sistema de Coordenadas
Tridimensional, el cual se basa en el Sistema de Coordenadas Cartesianas.

Veamos las figuras siguientes.

Grdficol. . .
Plano Cartesiano Plano Cartesiano en perspectiva Para representar las 3 dimensiones
que tiene el Espacio se traza

una recta perpendicular al plano
XY que llamaremos Z

Ejez

Ejey

Eje x

Grdfico 2. El Sistema de Coordenadas Tridimensional

El Plano Cartesiano esta dividido en cuatro cuadrantes (ver grdfico 1). Cada punto en el plano
se identifica con un par ordenado, y reciprocamente, cada par ordenado de coordenadas reales se
identifica con un punto en el plano XY. Mientras que:

u
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Un Sistema de Coordenadas Tridimensional consta de tres ejes de
coordenadas, x, y y z, perpendiculares entre si, los cuales determinan tres
planos coordenados: XY, XZ e YZ.

En cada ¢je se representan los numeros reales como mostramos en el grdfico 2.

Los planos coordenados dividen al Espacio en ocho regiones llamadas octantes, en el primer
octante las tres coordenadas, de cualquier punto que se encuentre en él, son positivas.

Un punto en el Espacio se identifica con una terna ordenada (x, y, z), con x,y,zeR,
en este sistema de coordenadas tridimensional, y reciprocamente, cada terna ordenada (x, y, z) en
este sistema se identifica con un punto del Espacio.

Nota: en el grafico 2, el plano XY se destaco, para efectos didacticos, en color morado,
el plano XZ esta en verde, y el plano YZ esta en azul. Por otra parte, el punto en el que se intersecan
los tres ejes, se denomina origen del sistema, se indica con la letra O y tiene por coordenadas (0, 0, 0).

Ahora, vamos a ejemplificar cbmo representar un punto en el sistema dado. Para ello
procedemos de la siguiente forma:

Consideremos el sistema de coordenadas tridimensional. En la terna ordenada el primer
numero de izquierda a derecha, representa la coordenada en el ¢je x; el segundo niumero representa
la coordenada en el ¢je y, y el tercer nimero representa la coordenada en el ¢je z.

Ejez
Consideremos el punto 4 de coordenadas:
A(2,3,1)

En primer lugar, ubicamos la primera @&—
coordenada en el ¢je x, en este caso
el numero 2, y trazamos por este
punto una paralela al eje y (aqui la hemos

hecho “punteada”). Eje x

Ejey
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A(2,3,1) Ejez

Ahora, ubicamos la segunda coordenada
en el gje y, esto es, el nUmero 3, y trazamos
por este punto una paralela al eje x. Nos

—e .
i interesa, en esta etapa, el punto de corte
€y de las dos rectas que hemos trazado. A tal
punto lo llamaremos proyeccién de 4 en
Eje x el plano XY.
A(2,3,1) Ejez
Trazamos un segmento de recta punteada
——@ paralelo al ejez que pasa por lainterseccion
Ejey hallada en el plano XY.
Eje x
A(2,3,1) Eje z
Trazamos un plano imaginario paralelo al
—a@ plano XY que pasa por la coordenada 1 en
Eje y el eje z. Este plano intersecta el segmento
punteado y define la ubicacién del punto
A(2,3,1).
Eje x
=
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Ejez

Finalmente, visualizamos el punto 4 (2,3,1)
en el primer octante. :
Ejey

Ejex

L

Con este método se representa cualquier punto del espacio en el sistema de coordenadas.,
sin importar que sus coordenadas sean racionales o irracionales.

Pero, como definimos un vector en este sistema. La idea que sigue formaliza este hecho.
% Les proponemos que vayan a una esquina de su aula y repitan el proceso de representacion
del punto 4 (2,3,1).

;s Les proponemos que representen varios puntos en este sistema de manera de
dominar tal proceso.

El concepto de vectores en el Espacio (R’)

Un vector en el Espacio es cualquier segmento
orientado que tiene su origen en un punto y su extremo
en otro punto.
Componentes de un vector en el Espacio
Si las coordenadas de los puntos 4 y B son A(x,y,z) vy B(x,,,,2,), entonces

las coordenadas o componentes del vector 4B se obtienen restando a las coordenadas del punto
extremo con las coordenadas del punto origen.Y lo representamos de la siguiente manera:

_)
AB = (xz XYy = V2, T Zl)
Por ejemplo:

—_— — —>
Para determinar las componentes de los vectores 4B, AC, BC que permiten trazar
un tridngulo de vértices 4, By C:

B
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Ejez

e Representamos, en primer
lugar, el punto 4(-3,4,0).

___@ Representamos el punto
B(3,6,3).

Ejey
Eje x
Ejez
Ejey
Eje x
Ejez
Ejey
Eje x

También representamos
al punto C(-1,2,1).

Deco



Ejez

—
Las componentes de los vectores 4B,

— —>
AC, BC son:

Ejey

=(-1-3,2-6,1-3) = (~4,-4,-2) Eje x

I

Un vector especial es el que une el origen de coordenadas O con un punto P, se llama vector
de posicién del punto P.

Maédulo de un vector en el Espacio (R’)

El médulo de un vector es la longitud del segmento orientado y esta
dado por la expresion:

lu|=x* +y* +z’ endonde x,y,ze R,

El médulo de un vector es un numero siempre positivo.

Ve % . . . .
Vamos a calcular el médulo del vector 4B. En el ejercicio anterior calculamos
—
las componentes del vector 4B , a saber:

AB =(6,2.3)

Entonces:

|4B| = /6> +2° + 3
=+36+4+9
=/49

=7 unidades
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Para encontrar los médulos de los vectores conociendo sus componentes respectivas,
es decir, conociendo las coordenadas del origen y el extremo del vector se procede como sigue.

—> —>
Tomemos por caso los puntos 4 y C dados antes y el vector AC. Para calcular su moédulo, [AC)|,
es necesario considerar las coordenadas de los puntos que definen a dicho vector (punto origen
y punto extremo):

_ 5

=3 wunidades

sl al al Al al

Aqui aplicamos las propiedades conocidas de las operaciones en R.

;% Les invitamos a calcular el médulo de los otros dos vectores que hemos expuesto.




Operaciones con vectores

Identificar un rayo de luz con un vector nos aporta un campo muy rico en el que podemos
ilustrar algunas de las operaciones con vectores. Por ejemplo, el reflejo de la luz solar en
una superficie dada, como una ldmina plana o un espejo, muestra un caso que se corresponde con
la adicion de vectores.

Asi, el sistema de iluminacion en nuestros hogares podria basarse justamente en
el aprovechamiento de esta importante propiedad, la cual no requiere de la disposicién de células
fotovoltaicas, sino de la planificacién adecuada de la estructura, las ventanas y de los ambientes
interiores. Las edificaciones en el mundo moderno ameritan un consumo menor de otros tipos de
energia (como la eléctrica).
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Adicion de vectores

Para hallar la suma de dos vectores en R* se suman sus respectivas
componentes como sigue. Si u'=(x,,,,z,) ¥ V=(x,,,,2,) son dos
vectores de R?, entonces su suma 77 +7 esta dada por la expresion:

- -
u+v=(xl+x2,yl+y2,zl+zz)

llustremos esta definicion con un ejemplo. Dados
los siguientes vectores:

u=(4,-3,-7)
v=(5,2,-7)
w=(7,-8,-2)
Z=(6,-5,3)
Hallemos:
u+w
V+7z
Z4+u
V+w

Mostraremos solo el primero de ellos. Los demas
se proponen COmo ejercicios.

U+ wW=(4+7,-3+(-8),-7+(-2))
(11,-11,-9)
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Y de manera grafica:

Ejez

Ejey

Ejex

Aqui hemos sefalado en rojo el vector posicion de w7+ w=(11,—-11,-9).

Realicen junto con sus compafieras y companeros los ejercicios b, c y d referidos a la adicion
de vectores.

Producto de un numero real (escalar) por un vector

El producto de un nimero real K € R por un vector z es otro
vector con las siguientes caracteristicas:

" Tiene la misma direccién que el vector &

" Posee el mismo sentido que el vector i si K es positivo.
.™ Susentido es contrario al del vector # si K es negativo
;" Sumodulo es|K|-|7i|.

Ademads, las componentes del vector resultante se obtienen multiplicando por K
las componentes del vector u, asi:

Kﬁ’:(K-x, K-y, K-z)

242



Por ejemplo, sean K = 3 y % =(3,-3,6). Entonces el producto del escalar 3 por el vector

= (4,-3,7) se obtiene como sigue:
3-7=2(3,-3,7)

=(3-4, 3-(-3),3-7)
(9,-9,18)

u=(3,-3,6) 3-1=(9,-9,18)

Notemos que el médulode 3.3/ = (9,—9,18) es |3| |z_i| =3. m , es decir, tres veces el modulo
de ﬁ=(3,—3,6).

Adicion de vectores

Combinacion lineal de vectores

La combinacion lineal de dos o mas vectores es el vector que se obtiene al
sumar esos vectores multiplicados previamente por escalares.

v=K -v+K,-v,+-+K, v,

Donde los escalares X,,K,,....K, eR.
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Por ejemplo:

<l

<

Una propiedad importante de los vectores en R3es que cualquier vector se puede expresar
como combinacion lineal de un conjunto de vectores que tengan distinta direccién. Esta propiedad
tiene su equivalente en el Plano Cartesiano.

{Qué ocurre cuando los vectores que se combinan linealmente tienen la misma direccion?

Mas aun, todo vector se puede representar como la combinacién lineal de los vectores
(1,0,0),(0,1,0)y (0,0, 1). Los cuales son tres vectores distinguidos de R3.

Por ejemplo, el vector (3,0,—4) lo podemos representar de la siguiente manera:

(3,0,-4) = 3(1,0,0) + 0(0,1,0) - 4(0,0,1)




Les pedimos que expongan otros vectores de IR? y los expresen como combinacién lineal
de los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1).

¢En qué caso dos vectores linealmente independientes o linealmente dependientes?

;% Dos vectores a y b de IR3 son linealmente independientes (lo cual se
puede resumir con las siglas Li.) si resulta imposible escribir a uno de
ellos como combinacion lineal del otro, es decir:

Zz;tKE,donde KeR.

;"% Los vectores g y b son linealmente dependientes (/.d.) si es posible
escribir a uno de ellos como combinacion lineal del otro, es decir:

a+Kb,para algun K eR.

Si dos vectores son linealmente independientes, ello significa que no tienen la misma
direccion. En cambio, si dos vectores son linealmente dependientes, entonces sus direcciones
son paralelas.




Grdfico 3

En el grdfico 3 notamos que:

;' Los vectores b y d son l.d., ya que tienen la misma direccién (no importa si sus sentidos
son opuestos).

;% by ¢ son li. pues tienen direcciones distintas.
i d y c son li. pues tienen direcciones distintas.
;% Ademas, el vector a es Li. con respecto a cualquier otro vector que esté en el plano P.

Otros ejemplos son:

Los vectores (0,1,0) y(0,0,1) son L.i., ya que no existe ningun escalar real que permita escribir
a (0,1,0) como combinacién lineal de (0,0,1). En efecto:

La ecuacioén (0,1,0) K=(0,0,1) no tiene solucion.

Observemos que su lado derecho es igual a
(0,0,K), por tanto, la primera ecuacion es equivalente
a (0,0,1) = (0,0,K). Y de acuerdo a la definiciéon de
igualdad de vectores, debe suceder que sus componentes
correspondientes son iguales. Pero esto es absurdo, ya
que 1#0. El esquema adjunto se muestra este hecho.

En cambio, los vectores (0,1,0) y (0,4,0) son [.d. ya que si es posible escribir a uno de
ellos como combinacién lineal del otro. En efecto, la ecuacién (0,1,0) = K (0,4,0) si tiene
solucion, veamos:

(0,1,0)= K (0,4,0) = (0K,4K,0K ) = (0,4K,0)




Y por la definicion de igualdad de vectores
tenemos que 0 = 0, 1 = 4K y 0 = 0. Pero aqui no
aparecen contradicciones.

El valor de K se obtiene de resolver la ecuacion

1 =4K. En consecuencia, K = l

1
Asi que (0,1,0):2(0,4,0).
El concepto de vectores Li. o I.d. se puede generalizar para n vectores.

;% Un conjunto de vectores {vl,vz,v3,...,vn} es l.d. si existen escalares no

todos nulos tales que K, v, + K,v, + K,v, +---+ K v, =0.

Y J—
* En cambio, {vl,vz,v3,...,vn} es Li. si la Unica solucién de la ecuacion

Kv,+K,v, +K,v;+---+ K, v, =0 es cuando todos los escalares son 0.

La discusidon sobre este tema se hara en 5° ano de la Educacion Media, precisamente al
estudiar la solucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Antes afirmamos que los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) son Li. Veamos la prueba de esto:

En efecto, supongamos que K, K, y K son escalares reales tales que:

K, (1,0,0)+K,(0,1,0)+ K,(0,0,1)=0

Y como 0 = (0,0,0), entonces K, (1,0,0)+K,(0,1,0)+K,(0,0,1)=(0,0,0).
Por tanto, multiplicando cada vector por el escalar que le corresponde:

(K,,0,0)+(0,K,,0)+(0,0,K,) =(0,0,0)

Y sumando los vectores, tenemos (K, K,,K;)=(0,0,0).En consecuecia, K, =K, =K, =0.

—

Y comolaecuacién K, (1,0,0)+K, (0,1,0)+ K, (0,0,1) =0 tienesoluciénsélopara K, =K, = K, =0,
entonces los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) son Li. Esto completa la prueba.
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Espacio Vectorial

En el conjunto de todos los vectores en ]R3, las operaciones de adicion y multiplicacién por
un escalar que hemos definido antes verifican las propiedades que siguen:

Para la adicion:

(i) a+b=b+a

(ii) (5+5)+E: E+(5+Z)

(iii) 30: ;+6: ;(existe un vector “cero” en R3 tal que 5+6:;)

(iv) Va,3-a: a+ —a=0 (para todo vector a en R, existe un vector —a en R’ tal

que a+—-a=0)

Es decir, se cumplen las leyes conmutativa y asociativa, existe un elemento neutro para
la adicion y dado un vector cualquiera, existe su opuesto o simétrico.

Para la multiplicacion:

v) m(3+3) = ma+mb

(vi) (m+n)5=m5+nc7

(vii) mn(a) = m(nE[) = n(ma)
(viii) la=a

Aqui m y n son escalares cualesquiera de R.

Con estas propiedades, R3 tiene la estructura de Espacio Vectorial. De hecho, es facil
probar cada una de ellas. Por ejemplo, para probar la ley conmutativa de la adicion consideramos

dos vectores cualesquiera @ = (x,,X,,%,) y b =(,, »,,, ). Entonces:

+I;:(x1>x29x3)+(y1,y2ay3):(xl + VX + Yy, X, +y3)
+

a
(yl Xlayz +)C2,y3 +x3):(y19y23y3)+(x13x25x3):5+(_j

Vectores directores: 7, J.k

Los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) reciben el nombre de vectores canénicos o
directores, tales vectores son [.i. Con base en ellos se pueden construir todos los vectores
del Espacio usando una adecuada combinacion lineal de los mismos. Estos vectores reciben
la denominacién 7, J,k.
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Es decir:

1=(1,0,0)
7=(0,1,0)
k=(0,0,1)

Por tanto, el vector (3,0,—4) lo podemos representar como el vector 37— 4k.
;% Representen, con base en los vectores canénicos o directores > 7k, cada uno de los vectores
que siguen:

Magnitudes Vectoriales y Magnitudes Escalares

La gran mayoria de los fendmenos y situaciones que nos rodean se pueden expresar de
manera matematica usando nimeros o vectores. Los que sélo se pueden representar por nimeros
son aquellos como la edad, la temperatura, la estatura, entre tantas otras. Todas las cantidades antes
mencionadas reciben el nombre de magnitudes escalares.

Las magnitudes vectoriales se diferencian de las escalares en el hecho de que no sélo
indican cantidad, sino que le asocian a esa cantidad una direccién y un sentido, por ejemplo,
el desplazamiento de un punto a otro del pais que nos indica la distancia entre esos dos puntos,
pero adicionalmente nos sefiala de donde vienes y a donde vas. El peso es otra magnitud vectorial
ya que ademas de indicar la masa del objeto nos indica su fuerza perpendicular al suelo. Lo mismo
sucede con la velocidad, que es una magnitud vectorial. En cambio, la rapidez, es una magnitud
escalar. Es por esta razéon que en la leccidn Las pistas de automovilismo (leccion 3) hablamos
de la rapidez del automdvil a lo largo de la pista y no de velocidad. El dispositivo que viene en
los vehiculos mide en realidad la rapidez y no la velocidad.

La rapidez de un rayo de luz es una magnitud escalar. Pero si consideramos su direcciéon
y sentido, es una magnitud vectorial.

Realicen una lista junto con sus compafieras y companeros de magnitudes escalares
y magnitudes vectoriales presentes en el ambiente en el que se encuentran y luego comparenla

y discutanla.
u
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A ctividades

Realicen los siguientes ejercicios junto a sus compaferas y companeros del curso.

I'D Representen en R3 cada uno de los siguientes vectores y encuentren su moédulo. Utilicen
una aproximacion del numero e.

A:(s,—z,\/ﬁ)

i (-3,-1,-2)

NS
(2, 7,)

e N= (l,l,e)
Representen los siguientes vectores.
—>
% CD con C=(0,1,0)y D=(0,0,1)
. 3 3
«* AB conAd= (4,?—2] y B= (0,2,2)

% PQcon P=(-2,13)y 0=(3,0,2)

, —_
Calculen el médulo del vector k(C + ) en cada caso.

i C= (3,2,—1)y D= (1,_3,_2) conk = ﬁ
2% 8:(_—5,4,2jy B=[4,l,—2j conk =——
3 3

— 1 —
uO Sean los vectores 4 = 2’_’3 yD= l,—l,z , obtengan el médulo de:
- 22 2
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Expresen cada uno de los vectores de la actividad 1 como combinacion lineal de
los vectores I, J,k.

L) ;Para qué valores de K es (\/5,3,—1) combinacion lineal de (2,3K,-K)?

D lustren con base en el concepto de vector la trayectoria de los rayos de luz a través de
un telescopio.

‘@ Analicen esta informacién sobre el consumo de energia eléctrica per cépita y discutan
qué podemos hacer en nuestros hogares, comunidades y liceo para disminuir nuestro consumo
por habitante.




E( universo de (@ Educacion Matematica

Semblanza de afgunos d¢ sus ilustres personajes
José Alejandro Rodriguez (1918-2010)

Nace este ilustre venezolano en [ poﬁfacic’m guariqueiia e
Guayabal en 1918.

Su educacion primaria (@ siguio en (@ Escuela Federal “Republica
de JParaguay”. Sus estudios de secundaria (os realizo en Caracas en
el Liceo “Andrés Bello”, obteniendo alli el titulo de Bachiller
en Filosofia y Letras.

Cursd estudios superiores en el JInstituto Pebagégico
Nacional JPX), obteniendo en 1943 (os titulos de J?rofesor de
Educacion Secundaria y Normal, en Fisica y en Matematicas.

Presentd el Profesor Robriguez, a los fines de su graduacion, o tesis “Signilficacién
9enemf de (as teorias fisicus".

Luego de graduado del JPX sigue diversos cursos y talleres de perfeccionamiento, tanto
dentro de nuestras fronteras como en el extraqjero.

Jngresa pronto al persona( de p(anta del JPN, en donde ademas Oe dictar clases fue
Jefe de( Departamento de Fisica y Matematicas por 25 aios consecutivos (1947-1972).

Su (abor docente se inicio muy temprano, en 1937, y se desarrolld en distintos p(ante(es
d¢ educacion secundaria pﬁﬁﬁcos (Ciceo de Ap(icacién, Liceo “Andrés Beflo”) y privados
(Colegio Catofico Afeman, Colegio “Santa Maria”, Colegio “América”) y también trabajo en
@ Escuela Jeécnica Jndustrial.

En el Gmbito universitario se Oesempeﬁé en (@ Escuela de Bio(ogia d¢ (@ Facultad de
Ciencias (UCV), (abor que inici6 en 1960 y desarrol(d por 5 anos.

Represento al pais en un buen niimero de eventos internacionales. Asiste en 1961 como
De(egabo QObservador Oficia( O¢ Denezuela a (@ Primera Conferencia Interamericana sobre
Educacion Matematica (Bogotﬁ).



En 1961 comenzo a realizarse una imfortante investigacion acerca de fa ensenanza de
las Matematicas en los (iceos venezofanos. Esta es una de fas primeras de su tipo (levadas
a cabo en Nuestra América. Este trabajo fue ejecutado por (os profesores chilenos Bélgica
Jarra de Villalobos y Julio Dillalobos, estando @ direccion y coordinacion del mismo a cargo
Oe( Profesor Rodriguez. Los resultados de este estudio fueron publicados en 1963 bajo ef titulo
“Evaluacion de (@ ensenanza de (as Matematicas en (os (iceos de Venezuela”.

En 1965 sale a @ uz el primer (ibro venezolano de Matematicas Modernas, escrito por
un colectivo Oe profesores venezolanos de Matematica pro(ogabo por el Profesor Robriguez.

José Alejandro Rodriguez participd activamente en todo ef proceso previo y de implantacion
Oc (a reforma que condujo, entre otras cosas, a (o ap(icacién de (o que Se conoce COMo
Matematica Moderna.

En 1964 es nombrado miembro del Comite Asesor del Centro Latinoamericano de Fisica
para la Ensenanza de (a Fisica. Aflli estuvo por espacio de 24 anos.

Fue miembro de (@ Asociacion Denezofana para el Avance de (@ Ciencia (AsoOAC),
ocuyombo cargos directivos en (@ misma.

En 1975 se desarrollo en Caracas (@ JO Conferencia Interamericana de Educacion
Matematica y el Profesor Rodriguez es designado Jresidente donorario del Comite Venezolano
d¢ Educacion Matematica. José Alejandro Rodriguez se encuentra dentro del grupo que funbé
el Centro Nacional para el Mejoramiento de (@ Ensefianza de (@ Ciencia (CENAMECQ).

J'»’articilpé activamente en el ambito gremia( ¢ incluso presibié el Co(egio Oe Profesores
O0¢ Denezuela en el periobo 1951-1952.

Su (abor docente fue recompensada con diversos fomenajes. Se e otorgo @ Medafla
de dHonor de fa Jnstruccion JPublica en 1952; el Colegio “América” (e concedio (@ Medalla de
donor 23 de Mayo; reci6io fa Orden “Andrés Bello” (Jrimera Clase) en 1979; se [e confirio
(@ Orden “27 e junio” en 1980. Fue acreedor de diversas placas de reconocimiento en su (arga
trayectoria. Actualmente, el Salon de Reuniones del Departamento 0e Fisica y Matematicas
de( Instituto Jedagogico de Caracas ostenta el nombre de Jos¢ Alejandro Rodriguez.

Fue designado en 1988 ,‘Profesor Honorario del JPC Y recibio el Doctorado Honoris
Causa que (e fuera conferibo por @ Universidad Pebagégica Experimentaf Libertador en el ano

20006. Se jubilo en 1972, sin dejar de participar en ailferentes actividades académicas.

Fallece este egregio pedagogo en (@ ciudad de¢ Caracas el 5 de J'uﬁo de 2010.
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